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Sur Ventrelacement d’une foncetion par rapport 
a une autre. 


(Par M. J. J. Sylvester & Baltimore.) 


Noient f(#) et y(A) deux fonctions rationnelles et entieres de 4. 
Designons par A=A les raeines r&elles de l’&quation fA)=0 et par A=B 
les racines reelles de l’equation Y(A)= 0, et concevons que ces racines 
soient representees par des points situes sur laxe r&eel du plan. Les ra- 
cines A et les racines B se suivront sur cet axe d’une maniere queleonque. 
Supposons que toutes les fois qu’un nombre pair de points A forment une 
suite non interrompue par des points B on supprime ces points A, et que 
toutes les fois qu’un nombre pair de points B forme une suite non inter- 
rompue par des points A on supprime ces points B, de sorte qwä la fin 
de ces suppressions on arive & une suite alternative de points A et de 
points B, ce. &. d. & une suite finale dans laquelle on ne trouve ni un A 
suvi dun A, ni un B suivi dun B. Cela pose, le nombre des points 
A qui restent dans la suite finale sera ce que l’on peut nommer l’indice 
de l’entrelacement effectif des Tacines de l’&quation f=0 par rapport aux 
racines de l’equation 9=0, mais que pour plus de brievet@ je nommerai 
plutöt Tentrelacement de f par p*). 

Construisons la courbe y= f(x) et la courbe y=gy(zx) et supposons 
que chacune de ces courbes soit representee par un fil flexible infiniment 
mince et fix& en deux points assez eloignes de l’axe des x. Designons les 
deux eourbes par f et par Y, et supposons que dans les points de rencontre 
des deux courbes situes au nord de l’axe des x la courbe f passe au-dessus 
de la courbe y, qu’au contraire dans les points de rencontre situds au midi 
de l’axe des x la courbe g passe au-dessus de la courbe f. Cela pos£, si 
deux points de rencontre conseeutifs se trouvent tous les deux du möme eöte 


*) De m&me que je viens de definir l’entrelacement total de f par g, de mäme 
on pourra definir l’entrelacement de f par g entre les deux limites p et q en se bor- 
nant aux racines reelles A et B situees entre les deux limites A=p et = g. 
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de l’axe des x, ils ne contribuent point au nombre que je viens de nommer 
l’entrelacement de f par 9, et l’on peut öter ces deux points par une flexion 
convenable de une des deux eourbes. Cette eonstruetion donne done une 
signifieation geometrique et intuitive au nombre que j’ai defini eomme 
V’entrelacement de f par g. En effet, si f est d’ordre pair ou si fety 
sont tous les deux d’ordre impair, ce nombre est en m&me temps le nombre 
des interseetions permanentes des deux courbes f et 9. Si f est d’ordre 
impair et g d’ordre pair, il faut selon les eirconstances augmenter ou dimi- 
nuer d’une unite le nombre des intersections permanentes des deux eourbes 
pour obtenir le nombre analytique defini comme lentrelacement de f par y, 
ee que jexposerai plus amplement dans la suite. 

Pour donner plus de preeision A la construction expliquee ei-dessus 
on peut faire U’hypothese que dans toute l’etendue de laxe des x les deux 
parties du plan des xy soient separees par une fente (designee dorenavant 
sous le nom de fente de X), que des fils flexibles ou rubans repre- 
sentant les eourbes f et p soient assujeitis A passer par cette fente toutes 
les fois qwils traversent laxe des x et que le fil ou ruban  soit colle 
aux deux faces du plan des zy. De cette hypothese on tire comme con- 
sequence que f se trouve au-dessus de p pour des y positifs et au-dessous 
de p pour des y negatifs comme on a suppose anterieurement. 

Dans le cas olı la fonetion f est d’ordre impair et ol la fonetion 
y est d’ordre pair on a deja avancd que le nombre des intersections per- 


inanentes differe d’une unite positive ou negative de llentrelacement de f 


par g. Pour decider de cette ambiguite, changeons d’abord, s’il est ne- 
cessaire, les signes des fonetions f et p, ee qui est permis dans cette re- 
cherche, de sorte qwapres le changement de signe dans l’une eomme dans 
l’autre des deux fonctions la plus haute puissance de z se trouve multipliee 
par un coeffieient positif. Poursuivons le cours des deux courbes f et 
en marchant du eöte positif de l’axe des x vers le eöte negatif et designons 
sous le nom de noeud (knot en anglais) les intersections permanentes des 
deux eourbes en nous rappelant que le nombre total de toutes leurs inter- 
sections est pair. Cela pose, si le premier noeud precede le premier passage 
des deux courbes par la fente de X ou ce qui est la m&me chose, si le 
dernier noeud suit le dernier passage, le nombre des noeuds diminue d'une 
unite est egal A leentrelacement de f par Y, dans le cas contraire le nombre 
des noenuds augmente d'une unite est egal A llentrelacement de f par g. 11 





y 


v 


ca 
lit 
fo 
de 
et 

co 
re 
de 


ee 








Sylvester, sur lentrelacement d’une fonction par rapport da une autre. 


y a un eriterium (physique) auquel on peut reduire la distinetion des deux 
cas dont il s’agit. Imaginons que l’on reunit le bout positif de f (ruban 
lihre) au m&me bout de  (ruban colleE au plan). De cette maniere on 
formera une aire (loop) eomprise entre les parties extr&mes positives des 


deux courbes. Dans le premier cas diseute ei-dessus ce loop est transitoire 
et peut &tre supprime par une deformation eonvenable de f. Dans le cas 
contraire il est impossible de supprimer le loop sans rupture des rubans 
rcunis. Cela pose, l'entrelacement analytique de f par g est &gal au nombre 
des noeuds qui se trouvent dans les deux rubans r&unis, si Von fait la con- 
vention de ne compter du tout le loop quand il est transitoire, mais de le 
compter comme &quivalent & deux noeuds quand il est permanent. 


Baltimore. deeembre 1878. 








Preuve instantande d’apres la methode de Fourier, 


de la realite des racines de l’equation seculaire. 
(Par M. J. J. Sylvester ä& Baltimore.) 


m 
Noit M un carre de termes dont le determinant est /, m un cearre 

mineur queleonque de M compose des @l&ments 
h hıa ° . e ) 


Un, U Be 


1,69 


0:1 O2 +++ 9 
et considerons les coefficients differentiels de 7 pris par rapport & chacun 
des &° elements qui se trouvent dans le carr& eerit ci-dessus; d’apres un 
theoreme connu on sait que le determinant de l’ordre e, forme& de tous ces 
eoeffiecients differentiels, est egal & 


gi d’ A 


dAdu...de 

Soient A, u,...o des el&ments qui se trouvent dans la diagonale de M, 
et supposons que M soit symetrique par rapport A cette diagonale, faisons de 
plus e=2, le theor&me Enonce ei-dessus se change en la formule &l&mentaire 


PR/IUN. ....ME_ ) 
dAdu di du dia / 
ou le carre qui forme le dernier terme de la seconde partie de l’E&quation, 
, . . ° re dfd dA 
est eerit au lieu du produit des deux expressions —- — devenues 


dia’ duzı 
egales en vertu de la symetrie des el&ments compris dans M. 


De cette &quation on tire les deux conclusions suivantes: 


dd dA 


(4) Quand I =(, Fruik,. = ont le m&me signe. 


2 


| ddJ d’d j ’ 
(9) Quand = 0, Set Ada ont des signes contraires. 


Supposons A present que «a, ,... go soient tous les &l&ments compris 
dans la diagonale de M, que «a, P, ... eg soient remplaces par +, 
P+2, ... 0+z et que D soit la valeur correspondante du determinant 4. 
Cela pose, si r est une valeur de x pour laquelle D= 0), toutes les expressions 
dD dD dD D dD d dD 

| ! | Fr 


; d ‚ dD 
a’ et par consequent 7 Aue EA 


auront le 


meme signe en vertu de (6.). 
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Sylvester, sur l&quation seculaire. 5 


Soit de plus A une quantite positive infiniment petite, la valeur de 


‚ Pr . ( 
D pour e=r-+h aura le meme signe que Mm la valeur de D pour 
z=r-—h aura le signe contraire. Formons la suite 
dD d’D d"D 


et > 


» designant l’ordre du determinant D, et faisons croitre la variable x depuis une 
limite inferieure quelconque en la faisant passer par toutes les valeurs succes- 
sives jusqu’a une limite superieure quelconque. Toutes les fois que x passe par 
la valeur d’une raeine r de D=0, il y aura apres le passage une permanence 
de signe de plus dans la suite &erite ci-dessus quwil n’y en avait avant: 
si au contraire x passe par une valeur pour laquelle D ne s’&vanouit point, il yaura 
avant et apres le passage le m&äme nombre de permanences. En effet pre- 
nons dans la suite dont il s’agit trois termes consdeutifs quelconques p. e. 

d’D d’D d’D 

ddde’ dyddda’ dödydPda 


et soit 
p_@D. 
ddda 
ınyr 
en vertu de (g.) les deux expressions D’ et dödy auront des signes con- 


es, 


traires quand Fr s’evanouit. Mais les deux premiers termes presenteront, 
comme l’on a vu ci-dessus, une variation de signe avant le passage d’une 
racine de l’equation D=0 et une permanence apres ce passage. Uon- 
sequemment la serie dont il s’agit gagnera depuis la limite inferieure 
jusqw’ä la limite superieure autant de permanences de signes quil y a entre 
ces limites de racines de l’equation D=0. 

Soit —oo la limite inferieure, +» la limite superieure de la variable 
x, » sera le nombre des permanences que la serie dont il s’agit aura gagne. done 
les racines de l’&quation D = 0 sont toutes r&elles, ce quil fallait demontrer. 


Postseriptum. 

Je dois remarquer que la preuve donnee par M. Salmor (Lessons on 
Higher Algebra, 3me edition p.43) que je n’avais pas remarquee pr&c&demment, 
est encore plus simple que celle donnee en haut, cependant elle est tant 
soit peu moins directe: dans cette autre preuve on ne fait usage que de la 
conelusion (2.). 

Baltimore, decembre 1878. 














Sur un determinant symetrique qui comprend comme 
cas particulier la premiere partie de l’equation 
scculaire. 

(Par M. J. J. Sylvester a Baltimore.) 


L. theorie de l’equation seeulaire s’etend aisement A un determinant 
symetrique beaucoup plus general. Dans le theoreme de Sturm ou dans 
le theor&me plus eomplet sur les intercalations que j’ai donne dans mon 
memoire „Sur les rapports syzygetiques etec.“, inserE aux Philosophical 
Transactions, on eonsidere une suite de fonefions telles que trois fonetions 
conseeutives queleonques P, Q, R soient lices par l’equation 

P= ('0-—R. 

Dans le cas present je m’oceuperai de m&me d’une suite de fonetions 
telles qu’entre trois fonetions consdeutives queleonques P, Q, R on ait l’&quation 
PR = 00-0", 
equation qui presente avec la premiere cette circonstance commune que 

pour Q=0 le produit PR est negatif. 

Soit D un determinant symetrique queleonque dont les El&ments sont 
des fonetions rationnelles et entieres de A, et designons par a, b, ce, ... I 
les termes constants e. &. d. independants de % des &l&ments situes dans la 
diagonale de symetrie et ranges dans un ordre queleonque. Formons, 
comme je Yai fait dans la preuve instantande, la suite 

D, 0,D, 0,d,D,...... 0,d,...0,D 
et soient p, g, r trois quantites conseeutives prises dans la serie a,b,... k, 1; 
cela pose, on aura 
(0,0,0,...0,)D.(d,...d0,)D = (d,0d,...0,)D.(d,d,...d,)D—M 
M &tant une fonction entiere de 4. La loi du signe contraire de deux 
termes, voisins d’un terme qui s’&vanouit, de la suite considerde ci-dessus 
ne subit done aucun changement. 
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Sylvester, sur un determinant symetrique. 


La methode dont on s’est servi dans la preuve instantande eonduit 
par eonsequent A ce resultat que l’entrelacement de D par d,D entre des 
limites queleonques p et qg est Egal A la valeur numerique absolue de la 
difference entre le nombre des permanences de signe que presente la suite 
eonsideree ei-dessus pour les deux valeurs A=p et 4=q. 

Je dis de plus que l'entrelacement de D par d,D est @gal A Ventre- 
lacement de D par d,D, a et b &tant deux queleonques des quantites a, b, ... !. 

En effet le premier de ces deux nombres depend uniquement du 
rapport des signes de D et de d,D dans le voisinage des valeurs de 4 
pour lesquelles D s’evanouit, et pour le second de ces deux nombres on 
na quä substituer d,D au lien de d,D. Mais on sait que le produit 
0,D.d,D excede le produit D.(d,d,)D d’un carre positif. Les deux quan- 
tites d,D et d,D sont done du m&me signe dans le voisinage des valeurs 
de 4 pour lesquelles D=0, ce qui prouve lassertion qwil s’agissait de 
demontrer. 

En se bornant pour plus de simplieite au cas des entrelacements 
absolus, e. a. d. au cas ou —x et + sont les limites de 4, on en tire 
le theoreme suivant: 

Soient 
Kr 
les degres et 

6 
les eoeffieients des plus hautes puissances de A dans 


D, d,D, (6,0)D, ... (d...d,0)D; 
cela pose, l’entrelacement de D par une queleonque des quantites d,D, Ö,D,...d,D 
est la valeur numerique de la difference entre le nombre des permanences 
de signes que presentent les deux suites 
u, u,, Er u, 
(1) u, (-1)" u, -D* uw, ... (-1)" u,. 
Considerons le eas particulier dans lequel les @l&ments du determinant 
D sont des fonctions lin&aires de 4. Supposons de plus que tous les coef- 
heients u, 4, Ur, ... u, ont le signe positif. Dans ce cas l’entrelacement 
de D par l’une queleonque des determinants derives d,D, d,D, ... d,D est 
egal A n, et par consequent toutes les racines de l’&quation D=0 sont 
reelles, resultat que l’on verifie aisement. 
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En effet, soit D, le determinant forme des parties constantes des 
elements de D ou, ce qui est la m&me chose, la valeur de D pour =, 
soit de plus 7 le determinant forme des coefficients de A des elements de 
D ou, ce qui est la m&me chose, le coefficient de 4" dans le developpement 
de D; cela pose, D peut &tre regarde comme l’invariant de la forme qua- 
dratique & » variables +42, $ et 2 etant des formes quadratiques dont 
les invariants sont D, et 4. Representons d’une maniere symbolique par 

(a@+Py+Yy3z-+ +40)? 
la forme quadratique 42, et par 
BE A ee 
le determinant 
op, 0a, a, ... ab 
Ar, PBg, Pr, ... Pt 
7m 75 Y ... yYE; 


|Ap, Ag, Ar, ... MN 


posons de plus 


Ee = ex (lac+Py- yat+'"+ 4) 
n= eBx(l eßy+ayz-+-+ au) 
= By x ( aßyz +++ au) 
v = aßy... X ( 0[y ... Au) 
et enfin 
1 ic 1 Ee 92 
ame el, P), 


3 = (a, P) (e,P, Y, Ahr - = (0, 5... 2) (0, PB, ...%, 4), 
ol la notation (a, ß,...A)’ designe le determinant 
ER 
cela pose, on aura 
2 = A&®+Br+.-+Lv. 
Les expressions designees d’une maniere symbolique par 


2 


a, (@, BY, (@, ß, Y), he (0, P, > En A)‘ 
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Sylvester, sur un determinant symetrique. 


etant identiques aux quantites designees anterieurement par 


U, >) U„-ı ’ Un? “ . . . U, 


il est aise de voir que linvariant de #-+442 est, & un faeteur numerique 
pres, egal & l’invariant de $,+442,, D, representant une fonetion quadratique 
de fonetions lineaires A coefficients r&els de z, Y, 2, ... u et (2, une somme 
de carres de ces mä@mes fonetions lin£aires. 

En admettant les hypotheses faites ei-dessus on retombe done sur 
le cas de l’&quation seeulaire. 

Je me suis servi dans les calculs pre&cedents de la notation x pour 


repr&senter une multiplication symbolique entre «@, 9, y,...Aı«@, P',y',...#, 
tandis que je prefere garder le signe simple x pour representer l’espece 
d’operation disjonetive dont on se sert dans la theorie ordinaire de la mul- 


tiplication des determinants et qui donne naissance aux produits 
4 


/ ' ya], En . 
mw A Wei), 


Baltimore, decembre 1878. 
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Sur une extension donnee A la theorie des fraetions 
continues par M. Tchebychef: 
(Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite a M. Borchardt.) 


M, Tehebychef m’a fait part dans un entretien d’un theoreme arith- 
metique qui m’a vivement interesse. Il a etabli dans un me@moire publie 
en langue russe dans les Me&moires de St. Petersbourg, et dont sans lui je 
naurais Jamais eu connaissance, cette proposition exträmement remarquable, 
quil existe une infinite de syst&mes de nombres entiers x et y tels que la 
fonetion lineaire 


z—ay—b, 


ou a et b sont deux constantes quelconques, soit plus petite en valeur 


absolue que U'est comme vous voyez le r&sultat fondamental de la 


2Y 
theorie des fraetions eontinues, etendu A une expression toute differente, et 
qui ouvre la voie A bien des recherches. Dans une lettre adressce & 
M. Braschmann, et publice dans le Journal de M. Lioueille, T. X, 2me Serie, 
M. Tehebychef, appliquant cette m@me conception A lralgebre, considere 
expression 
X-UY-V, 

ot U et V sont deux fonetions queleonques d’une variable x, et il determine 
des polvnömes entiers par rapport a cette variable, A et Y, tels qu’en 
ordonnant suivant les puissances deeroissantes, le degr&e soit le nombre 
negatif le plus grand possible en valeur absolue. Les recherches de lillustre 
veometre sur cette question sont extr&mement belles; a bien des titres elles 
sont pour moi du plus grand interet, et voiei une remarque a laquelle elles 
m’ont amene. Me placant d’abord au point de vue arithmetique, je suppose 
que « soit une quantitd positive; les valeurs entieres de x et y s[obtiennent 
alors eomme il suit. Soient — ni deux reduites eonseeutives au deve- 
loppement en fraetion continue de a; posons: 
nb=N+w, 


nb=N-+w, 








Te ee 


























Ch. Hermite, extension des fractions continues. 11 


en designant par N et N’ des nombres entiers, par »® et w' des quantites 


inferieures en valeur absolue a 4. Soit encore pour abreger: 
= mn—-mn= +1: 
on aura: 
ee=mN—mN, ey=nN—uwN. 
Ces formules donnent en eftet: 
e(2—ay) = (m—an)N'—(m'—an'N 

—= (m— an) (n"b—- w)— (m'--an'\(nb--w 

— eb+w m—an)— w(m—an), 
de sorte qwil vient deja: 


\ 


e(z—-ay—b) = w(m-an)—w(m—an). 


Employons maintenant la quantit@ 4 quw’on nomme quotient complet 


dans la theorie des fraetions continues, et qui resulte de V’egalite: 


m'’A-4-m 


nn 
On aura 
€) € 
m—-—an= — —, m-an = ————, 
nA-tn nAtn ° 
et par suite: 
' ! 7 \ ah --W 
wm—-an)—- wim-an) = . Tempe‘ 
nı+tn 


quantit@ moindre, d’apres les limitations de » et ©, que 
at 
? „in 


>n, qui est iei 


_ 


Mais cette expression deeroit avec A sous la condition n’ 
remplie; son maximum a done lieu pour 4=1, et de la resulte qu’on peut 
poser: 

0 
n'+n 
9 &tant compris entre —1l et +1. Ce point etabli, il suffit de remarquer 
qwayant: 


t—ya—b = 


ey=nN—w"N=n(n"b—-w)—n(nb—w), 
c’est-A-dire: 


ey = wn—wn, 








12 Ch. Hermite, extension des fractions continues. 


l'entier y est renferm& entre les limites: 


ce qui demontre le beau theoreme deeouvert par M. Tehebychef. 

Les expressions de z et y conduisent facilement A une consequence 
quil n’est pas inutile de remarquer. Supposons qu'on ait: g-ah—b=(, 
g et h etant entiers, je dis qu’a partir d’une certaine reduite du developpe- 
ment de a en fraction continue, et pour toutes celles qui suivent, on trouvera 
eonstamment: 2=g, y=h. La theorie des fractions continues donnant en 
effet: - 

m 0 m’. ; 
a ee 
otı 4 et 9’ designent des quantites moindres que l’unite, on obtient en sub- 


n’n'' ? 
stituant dans la valeur b=g-ah: 
nb = ng—mh+ = ‚„ nb = ng—-mh+ a 
Vous voyez done que, quand n’ depassera 2h, nous aurons: 
| N=ng—-mh, N=ng—mih; 
or en remplacant dans les formules proposees: - 
ee=mN—mN, ey=nN-—uwN, 
on en tire sur le champ: 
ug, yah 

Si l’on suppose b=.a', cette remarque donne un algorithme pour la 
determination des diviseurs du second degre des &quations algebriques A 
coefficients entiers, lorsque le coefficient de la plus haute puissance de 
ineonnue est lunite. 

Enfin en passant de l’arithmetique A l’algebre et considerant l’expression 
X—UY-V, ou U et V sont des fonctions queleonques dont la partie infinie 


! 


> & & . » 
est de la forme a obtient sous une forme tout semblable les 
polynömes X et Y qui donnent l’approximation la plus grande de la fonetion 
mM Mm 
N ’ N' 
eonseeutives du developpement de U en fraction continue algebrique; faisons 


Y, par la formule X—UY. Designons encore par - deux reduites 


toujours &=MN—MN= +1, et representons la partie entiere du developpement 


d’une fonetion fix) suivant les puissances descendantes de la variable par 
/fix)], on aura: 


eX = MINV]J-M[NV], 
:eY = NINV]-—N'[NV). 
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"ja reduite qui suit —, 
N" N 
EX = M[N"VJ—-M"[NV, 
€eY = N [N'’"V]J—-N’[NV). 
En observant que < =-—e, on en deduira: 
e(X’—-X) = (M"-M[NVJ+ [NV] M'[N”V], 
eY’’—-Y) = (N"-N)[N'VJ+N'[NVJ- N [NV]. 


Soit de plus et posons semblablement: 


Mais la loi de formation des reduites donnant, si Von designe par q le 
quotient incomplet: 

M"=qM'+M, N"=qN+N, 
vous voyez qu'on obtient: 

X —-X\=wN. eY-Y=wN, 

en posant 

o = q[N'N-+-[NVI—-[N"V). 
Cette formule se simplifie, si l’on remplace dans le dernier terme N” par 
sa valeur, et devient evidemment: 

o = q[NV]-[gNV). 

De la se tire l’expression des polynömes A et Y sous forme de series, telle 
que Ya donnee M. Tehebychef dans sa lettre adressee a M. Braschmann, et 
je remplis lintention qu’a bien voulu m’exprimer lillustre geometre en vous 
eommuniquant ce qui m’a ete suggere par l’etude de son beau travail. 


L 


La eonsideration de la forme: 


u \u 
f = (2-ay—bz) + £ +7: 


ou Öd et d’ sont des quantites variables essentiellement positives, qui donne 
une demonstration facile des resultats deeouverts par Dirichlet sur les minima 
de la fonetion lineaire r—ay—bz, conduit egalement Aa la proposition de 
M. Tehebychef. Soit d’abord d= tu, d’ = tw de sorte que linvariant D 
ait pour expression: Fa’, je rappelle qu’un minimum de f, pour des valeurs 
entieres des indeterminees, ayant pour limite superieure le double de lin- 
variant, on a quelles que soient les quantites positives ! et w: 

A > v2 


z—ay—bz — er 
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(4 
et par consequent: 


2 
’ z—-ay—bz < Va: —, 
y2 


le 


| 


(@—ay—bz)\ <- 
puis: 


y’< ty2., 3° < uy2. 
Cela pose, je remarque en premier lieu que si la limite superieure de 3 est 
inferieure A Vunite, on aura 3—=(, et les minima obtenus en faisant croitre 
t indefiniment, seront ceux de la fonetion lineaire e—ay que donne le 
developpement de a en fraetion continue. 
Concevons ensuite qu'on fasse ceroitre «, la valeur entiere de 3 
a partir d’une certaine limite ne sera plus &egale A zero, et il s’agit de 
prouver quwen cessant d’etre nulle, elle devient egale A lunite. Je me 
fonderai pour cela sur la remarque suivante. Considerant une forme definie 
A eoeffieients variables queleonques f(x, y, 3) =ar+ay-+a'zs+:-, je 
suppose que pour trois systemes de valeurs infiniment voisines de ces coef- 
fieients. les minima soient: 
f(m,n,p), fim',n’,p'). f(m",n",p"); 
je dis que le determinant 
m m’ m" 


2 


4=nw“n 
pp p 
sera zero ou lunite. 
Soit en effet D linvariant de f, A +AY’+A"Z’-+--- la transformee 
qui en resulte en faisant: 
x = mX+m'Y+m"Z, 
y=nX+nY-+n’Z, 
z = pX+pY-+p"Z, 
et dont l’invariant sera par consequent: SD. Comme pour toute forme 
definie, le produit des coefficients des carr&s des variables surpasse l’invariant. 
nous aurons: AA’A" > J’D, ou bien: 
fim, n, p)f(m', n', p')f(m”,n",p") > SD. 


Mais on peut poser en negligeant les quantites infiniment petites: 


fim,n,p) <Dy2, fim',n',p)<Dy2, f(im",n",p")<Dy2, 
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et par eonsequent: 


f(m, n, p) f(m', n’, p) fim”,n",p") <2D. 

Nous en tirons la condition S°<Z2, de sorte qu’on a bien I=0 ou J=+1. 

Cela etabli et revenant ä la forme f= (r—ay—bz)’+ n- + —, , Je consi- 
dere t et a comme l’abseisse et l’ordonnee d’un point rapporte dans un plan & 
des axes reetangulaires, de sorte qu’a un systeme de trois entiers qui donnent le 
minimum de f, eorrespond un ensemble de points ou une aire determinde dans ce 
plan. Detelles aires limitees par la partie positive de l’axe des abseisses, s’offreni 
d’abord, lorsqu’en faisant varier t, on suppose « assez petit pour avoir 3=(), 
et a deux aires contigues appartiennent deux minima successifs de z—ay, ou 
bien deux reduites conseeutives - . ni de a. Vous voVvez quen un point de 
la ligne de separation de ces deux aires voisines, les valeurs des quantitds 
t et u presentent cette ceirconstance quune variation infiniment petite donne 
les minima correspondant aux deux systemes m, n, 0 et m’, n’,0. Suivons 
cette ligne Jusqu’a son extremite olı elle aboutit A une nouvelle aire place 
au-dessus des pr&cedentes et ä laquelle appartiennent les nombres m”, n»”, p". 
Nous introduirons en supposant p” different de zero, la condition que cette 
aire ne fasse plus partie de la premiere serie ol la troisieme indeterminee 
est toujours nulle. Mais il en resulte que le determinant: 

m m m" 
d=|nn “ 


) VO p" 


ayant pour valeur +p”, est lui-m&me alors different de zero; or on a vu 
dans ce cas qwil est en valeur absolue Egal A lunite, nous demontrons 
done ainsi que p"= +1, ce qui etablit bien V’existenee du minimum deeouvert 


par M. Tehebychef. Enfin et comme consequence de cette seconde methode la 
1 


9, 


2y 
. ‘ 1 x .» . ‚ . ) . 
eelle-ei: 2—ay—b <Y 5%: i ou le eoeffiecient numerique } »°, est sensiblement 


limitation prec@demment obtemue r—ay—b < se trouve remplacde par 


plus petit que 4. 


Paris, le 22 mars 1879. 





Beweis der Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen. 


(Von Herrn E. Netto in Strassburg i. E.) 


Eiuch Erweiterung eines Cauchyschen Theorems kommt man zu 
tolgendem Satze: /st p’ die höchste Potenz der Primzahl p, welche n! theilt. 
so kann man eine Reihe von Gruppen 


AR u ic 


4 


von n Elementen aufstellen, welche bez. die Ordnungen 


2 / /+1 r 


AT 
besitzen, so dass jede derselben @, (.<Zr) in der darauf folgenden enthalten 
und mit den Substitutionen derselben vertauschbar ist. Dieser Satz scheint 
von Wichtigkeit für die Algebra zu sein; wenigstens kann er, wie ich an 
anderer Stelle zu zeigen gedenke, in der T’heorie der Resolventen mit Vor- 
theil benutzt werden: und auch bei dem Beweise des algebraischen Funda- 
mentalsatzes liefert ein specieller Fall des Thheorems bedeutende Verein- 
fachungen. Dieser letztere Umstand soll im vorliegenden Aufsatze dargethan 
werden. Da für den besonderen Fall p=2 der Beweis sich sehr einfach 
stellt, so will ich ihn im ersten Paragraphen voranschieken und im zweiten 
dann zu dem Nachweise der Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen 


übergehen. 


* 
Fir 2a=?2: 3 ist na! mur dureh 2! theilbar: man braucht daher für die 


Ur 


beiden Elemente a,, a, auch nur die eine Gruppe @,, welche durch die 
Substitution s, = (a,a,) gebildet wird. Für a=4: 5 ist»! durch 2° theilbar. 
also r=3. @G,=|s,]| kann hier wieder als erste Gruppe gelten; als zweite 
G,=[s,.5;] von der Ordnung 2°, wo = (a,a,) ist; als dritte @, = [sı, s:. 5;| 
von der Ordnung 2°, wo 5, = (a,a,a,a,) durch Ineinanderschiebung von s; 
und s, gebildet ist. Für »=6: 7 wird r=4; also ist neben @, ®%, 6; 
nur noch eine Gruppe @, nöthig. Diese besteht aus s,, 5, 5; und s, = (a;4@,). 
Beia=8:9 wirdr = 7, da 9! durch 2° theilbar ist. Hier werden s; = (a;a,). 
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5; = (A,4; 4545), 8; = (A, A4,A;A;A,4;a,a,) die nothwendigen neuen Substitutionen 


der Gruppen @;, @, @;. Das Bildungsgesetz ist leicht erkennbar. Wir 
nehmen nun die Richtigkeit des Satzes bis für » = 2" und für das zuge- 
hörige r als bewiesen an. Es sei hierbei 

u.a, Kelsst, +. els,h,..-8]; 
dann ist das T’heorem bis für » = 2°*'—2 klar. Denn sind a,. a. ... a, 
neue den @,, @, ... a, entsprechende Elemente, bildet man aus ihnen die s; 
wie aus den alten die s;, und setzt dann 


ul: Guls,sl ... EG =la,%;... s,], 


so wird die Hinzunahme von @, zu @, die Gruppe @,,, eonstituiren, die 
von @, zu G,,, die Gruppe @,,, u. 8. w. bis @,_,. Dies erhellt daraus, 
dass die zutretenden Potenzen von 2, also die Erhöhungen für r von » = 2° -+-1 
bis n=2“"—-2 genau dieselben sind, wie von a=1 bis n=2'—2. Bei 
2"! dagegen reicht @,, nicht aus, ebensowenig wie @, bei 4 und @, bei 8 
ausreichte. Hier bildet man daher ein neues s,,,. indem man die beiden 
Substitutionen s, und s, in einander schiebt, wie dies bei s, und bei s- mit s.. s: 
resp. S;, 5: geschah. Dass dann @,,,, = [@,,,$,,,] wirklich doppelt so viele 
Substitutionen hat als @,,, folgt daraus, dass s,.,8,; = 8;8,.,, I8t. 

Wählt man nun eine Funetion y der » Elemente a,. ... a,, welche 
n! Werthe besitzt, und eine andere y, welche zu der Gruppe @, gehört 
und also nur 42! Werthe hat, so ist y die Wurzel einer Gleichung zweiten 
(Grades, deren Coefficienten rational, und ganz in y' und in den symmetrischen 


„ sind. Giebt man dem y’ alle seine }n! 


Funetionen der a, ... a möglichen 
Werthe, so liefern die zugehörigen quadratischen Gleiehungen alle »! Werthe 
von 9. Wenn ebenso y" eine Funetion der » Elemente a,,... a, ist, welche 
zu der Gruppe @, gehört, so ist y’ die Wurzel einer Gleichung zweiten 
(zrades, deren Coefficienten rational und ganz in y" und in den symmetrischen 
Funetionen der a sind; y’ hat 4»! Werthe: die zugehörigen quadratischen 
Gleichungen liefern die 42! Werthe von y’. Eliminirt man y’ aus den 
beiden eben besprochenen Gleichungen, so tritt y als Wurzel einer dureh 
Quadratwurzeln lösbaren Gleichung vierten Grades auf, deren Coetfieienten 
in y" und in den symmetrischen Functionen der a rational und ganz sind. 
Bezeichnet man ebenso mit y"’ eine zu G, gehörige Function u. s. w., mit 
y’’=z eine zu @G, gehörige, so ergiebt sich: 

Ist 2"=o die höchste Potenz von 2, welche n! theilt, und ist y eine 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 1. 3 
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n!-werthige Function der,n Elemente a,, a,, ... a,, also eine Lagrangesche 
Resolvente, so ist y als Wurzel einer Gleichung g'° Grades 


1) PB=(a-yı)(2-Y:)...(2—Y,) = 2° p,(2).2°"+p (8). = 0 


darstellbar. Diese Gleichung ist durch Quadratwurzeln lösbar; ihre Coefficienten 
Pır Par ++. P, sind rational und ganz in den symmetrischen Functionen der a 
und einer neuen Grösse 2. Yı, Ya. +. Y, gehören zu den n! Werthen von y. 
Ferner hängt z von einer Gleichung des Grades n!:!—=n!:o=0 ab 


2) l=z#-y2"+92 7. —=0; 
o ist eine ungerade Zahl; die y sind rationale ganze Functionen der sym- 
melrischen Functionen von a, @, ... a, dGiebt man dem z in (1.) alle 


Wurzelwerthe 2,, 2:,... 2, von (2.), so liefern die o entstehenden Gleichungen 
alle n! Werthe von y. Es wird also die Lagrangesche Resolvente 


8) dz= De-y)= I w- 9a) + paar 
Ä= u= 


Das allgemeinere in der Einleitung erwähnte 'T’heorem folgt aus 
dem angegebenen, indem die Zahl 2 durch eine beliebige Primzahl p ersetzt 
wird. Statt der successiven quadratischen Gleichungen treten Abelsche 
Gleichungen des Primzahlgrades p auf. 


$. 2. 

Der Grundgedanke des folgenden Beweises für die Wurzelexistenz 
algebraischer Gleichungen ist der von Gauss in seiner „Demonstratio nova 
altera cet.“ angewendete. ‚Jede ganze symmetrische Funetion der » Grössen 
@,,...a, kann durch die elementaren symmetrischen Funetionen A), 4,... A, 
derselben Grössen auf eine einzige Art dargestellt werden. Bedeuten daher 
I, &, ... 4, willkürliche Grössen, so giebt es eine einzige Function der- 
selben, welche für die Substitutionen ,=4,bh=4,...4,=4, in die ge- 
gebene symmetrische Funetion der a übergeht. Im Besonderen folgt, dass 
wenn eine symmetrische Funetion S(a,, @,...a,) = @(A,,4,,...4,) identisch 
Null wird, dass dann auch @(4,4,...,) identisch verschwindet. Denn 
wäre dies nicht der Fall, so würde nicht nur @(Z,,b,.../,), sondern jede 
andere identisch verschwindende Funetion der Z,, ... 2, für die Substitutionen 
ı=h,...4,=4, in S(a,...a,) =0 übergehen; das widerspräche den 
obigen Auseinandersetzungen. Dieser Satz nimmt auch folgende Fassungen 
an: Die elementaren symmetrischen Funetionen A,,%,...4, von» beliebigen 
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Grössen 4, @%, ... a, sind von einander unabhängig; oder auch folgende: 
Kann man unter der Voraussetzung der Wurzelexistenz der Gleichung 


4) A=(2-a)(2—-0,)...(2-a,) = 2— Ar "+ na’. (0) 


nachweisen, dass eine ganze Function der Coefficienten 4, A,, ... 4, identisch 


n 


verschwindet, so ist die aus den Grössen I,, b, ... I. entsprechend gebildete 
Function gleichfalls identisch Null; die Iı, b,, ... /, können dabei also Coefficienten 
einer Gleichung 





(4'.) = "Le +har— = (0 

sein, über deren Wurzelexistenz nichts bekannt ist. Die aufgestellte Function 
kann willkürliche Parameter enthalten. 

Bezeichnen wir jetzt mit «,, %, ... a, willkürliche Constanten, die 
ebenso wie die @,, @, ... a, von einander verschieden sind, dann wird 

y= th trmm+-+0,d, 

bei allen möglichen Vertauschungen der a,,...a, im ganzen n»! verschiedene 
Werthe yı, Y, --. 4. annehmen. Da die symmetrischen ganzen Functionen 
derselben bei den Vertauschungen der «a, ... a, sich nicht ändern, so sind 
3m 


sie in den a selbst symmetrisch und daher ganz in den 4,, A, ... 


n! 
(9.) A =—— II (2—Y,) = 2" —d, 2" IL.d,2""°—.. zu (0) 
f l 


H= 


sind also die d,, d,, ... d, rational und ganz in a. & ... @,; 
Nach dem 'Theorem des ersten Paragraphen kann man eine Funetion 
3 VON 4, Ay... Ay} 0, O2, ... a, aufstellen, welche »!:2”= o Werthe z.. 2. ... 3, 


hat. Diese Function hängt von einer Gleichung ungeraden Grades 
2) Tz=s- sry = 0 
ab, deren Coefficienten ganz in den &, &, ... &,; A, Ay... 4, sind. Für 


s erhält man, wenn 2”=g gesetzt wird, nach 8. 1. 


n! [1 
\ 


f 0 f o—1 3 0o—? 
A=]J (2—y,= II \=—g,(2,).&* +0@,(2,). X — 000 
3 ul vl 
(9) , 
= NM Pie, 3,). 


vl 


’ 
) 


Hierbei liefert 
1) $sJ=zert-g(lz)a+g(2).00 
gleich Null gesetzt eine durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung: ihre 


Üoveffieienten sind in den A und in z ganz. Setzt man für 3 der Reihe nach 
3* 
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die o Wurzeln von (2.) ein, so liefert ®=0 0.0 =n! Werthe; diese sind D: 
Yır Ya +.+ Yu, Aus (3.) folgt, dass / durch &(z, u) theilbar wird für jedes D 
a=2,: IJ—-P(x,u) ist also durch «—z, theilbar, folglich auch durch das eii 
Produet (@a—32,) ... (u—2,), d.h. durch Z'(w). Denn dies wäre nur dann 
nicht der Fall, wenn mehrere z, einander gleich wären; aus solcher Gleich- au 
heit folgte aber im Gegensatze zur Voraussetzung, dass ebensoviele Systeme a, 
von je eo Werthen y, einander entsprechend gleich würden. Es wird also N 
K)— Plz, u) lie 
I (u) 
eine in x und in x» ganze Function 2(z, u), so dass i un 
6.) IJa=b(z, u +1l'(u).l2\x, u) 
wird. Da ferner —& in den «a, ... «, und den 4, ... 4, ganz ist, so folgt i; 
dasselbe für /'.2; und da es der erste Factor dieses Produetes ist, so folgt ' 
es nach einem bekannten Satze (Gauss: Disquis. arithm. $.42) auch für (2 ’ E 
(6.) liefert daher eine unter der Voraussetzung der Wurzelexistenz \ “ 
von (4.) abgeleitete identische Relation zwischen den 4, 4, ... 4, und den { 
unbestimmten Grössen x und a. Definirt man daher durch 
; 


4) L=r#"—- ler +,aon”—... 
5.) Dz=2"—-de"" +de"”— 
2) Gzr-gatt+gna’—- 
1.) Fzr#t-f wi +hu”— 


I 





Funetionen, bei denen die /, ... /, beliebige Grössen und die d,, g,, f, die- } 
selben Funetionen von /, b,... Z, sind, wie es die d\,, y,, , von A, Ay... A, ; 
rara 1 bildet he X 0‘ \ «| le / rin O/ \« le 7 4 
waren, und bildet man ebenso O(z,«) aus den /,, wie 2(z,u) aus den 4,, | 
so ist nach dem oben ee Prinzipe identisch = 

6.) Da'=F(e, u+G{iu).O(z, u). 
Nun ist @=0 eine Gleichung ungeraden Grades; von dieser setzen wir die i 
Existenz einer Wurzel «,. voraus. Das ergiebt | 


Dix) = Fiz, u; 
F ist ferner, wie & es war, eine durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung 
des Grades 2°=g. Für v= x, möge F(z,u,)=0 die Wurzeln 2, 2,,...02,... @, 
besitzen; dann ist Fix;, «,)= (0 und also auch 
D ®;) = 2, 2, ... 





ET IH 
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Durch Quadratwurzelausziehung erlangt man also o Wurzeln der Gleichung 
D=0 unter der Voraussetzung, dass die Gleichung ungeraden Grades G = 0 
eine Wurzel habe. 

In D(x=) lassen wir jetzt die Abhängigkeit von den &,, O&, ... @, 
auch durch die Bezeichnung Dr; «,, &, ...) hervortreten. Dann folgt für 
.-l, =, =-.+.=0Q, ds Da; 10,..)= 12" st Denn für 
Nx;1,0,...) erkennt man unmittelbar die Gleichheit mit A"; 4- A" = 0 
liefert dann als identische Relation nach dem obigen Prinzipe 

D(2;1,0,...) = L(=)"" 
und daher 
D(2,;1,0,.)=La)"”"=0, 
d. h. 
L’z,) =; 
und damit ist die Wurzelexistenz für die beliebige Gleichung »te2 Grades 
L(x&)=(0 bewiesen. 


Berlin, 15. Februar 1879. 











Ueber die durch den Malusschen Satz 
definirten Flächen. 


(Fortsetzung der Abhandlung Bd. 84 pp. 231—237 dieses Journals.) 


(Von Herrn 0. Röthig.) 


Die Gleichungen der in Rede stehenden Flächen wurden in der 
früheren Abhandlung, die im Folgenden mit (A.) bezeichnet werden möge, 
dadurch gegeben, dass die Coordinaten eines Punktes derselben x, y, 3 als 
Funetionen dreier Parameter «,, ,,y, dargestellt sind, zwischen denen die 
Gleichung 


1) e+A+y=1 
besteht. 


Sieht man von der Bedingung (1.) ab, so verlieren zwar z, y, 2 
so wie alle anderen in (A.) eingeführten Hülfsgrössen ihre geometrische 
Bedeutung, werden aber Funetionen dreier von einander unabhängigen 
Parameter und haben als solche Eigenschaften, die hier zunächst hergeleitet 
werden sollen. 

Nach (A.) (6.) mit (7.) wird: 

tt = 0,+20,.2,608B,+2, (a,+P,+Y;) 

= (0,+2,c08B,)'— x, cos’ B, +2, (a,+P}+ Y}) 
1-2,+2,(@,+P,+7,) 


l 


oder 

2) (rt) = tt). 
Multiplieirt man alle hieraus für v»=1 bis v=% folgenden Gleichungen, 
so entsteht wegen der Definition von z, aus (A.) (7.): 





a Er n\ 2 
(3.) Ws en an (+ Ai+yi—1) 


von A=1bis A=s. 
Man betrachte nun den Ausdruck: 


M,;ı = e,41d,41+ P,4ıdy, 414 %,41 d2,41 
für alle» vnv=0bisv=s, 


(4.) 
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und verstehe unter den in (A.) nicht definirten z&,,1, Y%.1, 2; die dort in 
(11.) gegebenen z, y, 2. Die totale Differentiation bezieht sich auf die 
Parameter «,, Pi, Yı- 

Führt man in den Ausdruck für M,,, (A.) (6.) und (19.) ein. so 
wird für alle» vonv=1 bis v=s: 


= 
* 
Y 
z 17 
3 
“ 
3 
Fi 
4 


. Q, og, Op, 09 ö 
M,;ı _. (- de, + ey, u dy, - - ds, da, )+ K, M, 


R, \ Or, 
/ A} ’ 2 2? = k 
+r,,1(0,41da,4ı+ P,11dP,; + Y,+ıdy, tet ß,HtY, 1) dr, +]* 


Nach (A.) (1.) verschwindet der erste Summand rechts für alle» von vr =] 
bis v=s. Auf die beiden letzten Summanden wende man (3.) an, so entsteht: 





} / n? 4 s . > 2 y > n? . 

M,.ı = %,M,+ —: ir r,..(& da, +P,dPı+yıdyı) + (ei +Pı+y1ı—1) = dr, +dr,,, 
; v+ y+i 

£ . I_ .f ».,.». / x — x. 

: oder mit der Definition von z, aus (A.) (7.): 





£ J f 2 N, i ) ı 
\ ash = n,M,-+n;: 2 - (a,da,+ 9, dd, + Y1dyı) 
E v+l 
# 
DE, 
(9.) 2/22 9 ? dr,zı | 
+n, («+ P+y1—-1) * h — +n,.ıdr,.,, 
| N,+1 | 


vonv=1bisv=s. 





Addirt man alle hieraus für v=1 bis v=% folgenden Gleichungen, so wird: 


vl. 
ä ? m) “ ” . r, +1 
j | m: ‚M,; = mM,+n, (a,da,+ P,dP,+ yıdy\) B3 e 
H Y- v- 
(6.) \ ı 27.2: Ar ;2 rn 
\ | +n (+ Pı+y-l 3 Se Zu... 
) l v-+l ver 


von A=1bis /i=s. 


Nach (A.) (19.) für v=0, und weil z,, Y,. 2, eonstante Grössen bedeuten 
nach (A.) (2.), folgt: 





n,M, = nır, (a,da, +, dj, +yıdy,) + n,(ei+Pi+yı)dr.. 
Dies in (6.) eingeführt, giebt: 


vl, 
2  Tyıı 
| Mar Mr — n, (a, da, + ,dP,+y1dy,) B : 


v-() v-l 


yv—4. dr v=ı 


\ Brr 1 Ab 2 An + | 2 
ı ra (+ Pıt+7 > — +2 N,..Ar,.ı 


70 Ny+1 v—U 


von i=0 bis i=s. 


(7.) 





Man bezeichne von jetzt ab die partiellen Ableitungen einer Funetion von 
, 4, 7ı nach einer dieser Grössen dadurch, dass man resp. die Grössen 
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@, 2, y als Index neben die abzuleitende Function oder neben den ersten 
. 0%; 
Index derselben setzt. Es sei also a = E41. etc. 


1 


Dann wird nach (4.): 


M;;ı un (1210 + Pazı Yırı.at Yızı31+1,) de, 
(8.) + (&zı Cyrıat+ Pızı Yızı,8+ Yızı 3,41,8) dp, 
+ (rıRrrıyt PrrıYarıyt Yız1 3,41,)4yı- 
Nach Division von (7.) durch r,,, muss die rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung mit der rechten von (8.) identisch sein. Durch Gleichsetzen der 
Coefficienten der von einander unabhängigen Grössen da,, dß,, dy, erhält 
man dann das folgende System von Gleichungen: 


weh ke ee a la FR 


Mr Birıatfrrı Yırıat YırıBirı,a 
n? = Tori 5 n° v4 


x 2, Rn? vs ann „ 
—ıa2 “ir (u+Pi+y1—1) — SI N, 410 


Nn;+1 vu) Ny+1 N; +1 v0) N,+1 N;,+1 v—U 


+1 Erg + Piz Yrı,atYir 141,8 


ac, 


l 





a el mr 
u ERET ABL 





a ne 














n? vv, rt, 4 n” " Mr a v—ı. r,+1 ß { v=/ 
(9 (a a A Fra N 2 
= \ Ni = Ny+1 N,+1 ß . / m f y—ı N,+1 Nni+1 v—) er . ! 1,p3 
Hy tPr 1 YırıytYa- 187 +41,y 
n? ah p,. n? Bu hp, 1 = 
1 eo ‚v+i 1 2 2 » Fy+l,y £ 
nn rt 1 Be an Pagani N 
N7+1 71 wu N,+1 + N 1 f 1 } Yı J => N,+1 Nizı hen v+l v-+l,y> 





von A=0 bis A=s. 


Durch partielle Differentiation von (3.) folgt ferner: 


| 41 ra tßirı- Pirat Yarı-Yırı,a Zobn —— (1, 


F 


} \ 41-418 t Par Parı,gtYırı-Yırı, es 
(10.) ( 


rt tfirı ParıytYir Yarıy er, 
von A=0 bis 4A=s. 

Die hier in (3.) (9.) und (10.) entwickelten Gleichungen sind identische 

Gleichungen, allein in Folge der in (A.) (6.) (7.) und (19.) unabhängig von 

der hier vernachlässigten Bedingung (1.) gegebenen Definition der Grössen 
Arrıs Pır; Yırzı, Par, Yırıy Br 

Sollen nun aber für die durch den Malusschen Satz definirten Flächen 

gültige Formeln aus den vorstehenden identischen Gleiehungen gewonnen 

werden, so ist die Bedingung (1.) wieder aufzunehmen und in die ent- 
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wiekelten Gleichungen einzuführen. Dann geht zunächst (3.) mit (1. 
über in: 
rt tr = 1 

; N ‚+1 (?7+171 +1 

(11.) l a re " 
lvon i=0 bis A=s, 
eine Gleichung, die auch in (A.) schon bei der Herleitung der Definition 
von ru, (A.) (25.), benutzt wurde. Das System (10.) bleibt ungeändert. 
In (9.) verschwindet der zweite Summand rechts und es entsteht: 


n? vi Pi 1 v4 
j u [R . t a er. L L y w „E ur £ w 
ac H Ya tYirı dire u N; 0 nr n nn; < N,+ıT, rl,a 9 
. / ) 'y+ A ) J 
2 7} / ” ’ a 
n Pi; 1 
Eu z ) r Fa: N MM * v+l ._ 4 
ara tParıYarı,atYirı3ırı a — Pı 2 7 2 N,+ıf,+418: 
. u ' n ın n f 
(12.) ( 4 +1 ZZ v+]1 ‚+1 v=U 
n yvı r, N | yöl 
(1; 2, -/); 11,7%; zu ee >> — a > . 
| 410 741,y71 PırıYar1, +7 A+1 2, +1,y u 71  n., r nn. N,+ıT,+1,, 


von =0 bis 4 =s. 


Für die durch den Malusschen Satz definirten Flächen sind die Grössen 
La =T, YıızYy, 3,1, = 3 die Coordinaten eines Punktes derselben. Die 
sr Prrıs Ysrı Sind die Cosinus der Winkel, welche die im Punkte (r, y, 3 
zur Fläche errichtete Normale mit den positiven Riehtungen der Coordinaten- 
axen bildet. Sie mögen in der Folge der Kürze wegen resp. mit a, b 


„, € 


bezeichnet werden. 


- 


Nach der in (A.) (25.) gegebenen Definition von r,;, ist: 


oO 


RA 
(13. Ss u; el, 
- 


wo C eine Constante bedeutet. Wendet man nun das System (12.) für 
,=s an, so verschwinden die zweiten Summanden rechts, weil jeder von 
ihnen als partielle Ableitung der in (13.) stehenden Summe nach «,. oder 
?, oder y, den Werth Null hat. Denn die dabei wieder vernachlässigte 
Bedingung (1.) kommt in der Definition von r,., A.) (25.) und in der von 
r, (A.) (9.) nieht vor und wird in (A.) nur benutzt, um die geometrische 


Bedeutung von r,,, nachzuweisen. Es folgt also aus (12.) für 4=s: 


n“ vn N... 
ax, + by.+ cz, = 0,5 — 
\ Ns vu N,+1 
14 » ah { - mu N, ) w r, l 
\ .) \ AL ) IY3 “ (2; m 7 Pı a 
ı -i I (u) N, 1 
n, en r, 1 
az, +by,+ez, = —-v, > 
[ Ir e N,+1 ie ner N,+1 
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und aus (10.) für A=s: 
aa,+bb,+cc, = - 0, 


(15.) (aaz+bb;+ce = — PP, 


aa,+ bb,+ ce, = —ıy. 


Ns+1 
Man setze nun für «,, P,, Yı solche Functionen zweier unabhängigen Para- 
meter o und z, welche (1.) identisch erfüllen. Dann werden x, y, 3 be- 
stimmte Funetionen von o und 7, und es gelten also alle Formeln, welche 
in der Abhandlung, dieses Journal Bd. 85 p. 249—262 entwickelt sind. 
Letztere werde im Folgenden mit (B.) bezeichnet. 
Wie in (B.) werden Ableitungen einer Function von o und r nach 
einer dieser Variabeln im Folgenden dadurch bezeichnet, dass man (die 
Variable, nach welcher abgeleitet wird, als Index neben die Function oder 


: or 0a 
neben den ersten Index desselben setzt. Es ist also I U Dr 
© 


=(,,, etc. 
Dann ist zunächst, weil «,, /,, 7, als Functionen von o und r (1.) 
identisch erfüllen, 
A “ Fe 
00,6 + Pıßıot Yıyıo ka 0, 


0, + PıßıtYıYyı. ri 0, 


also 
a: e Pi 71,0 710 &,o| yo Pı,o | 
rm: . zZ ei 
Pır Yıı | Yıa GC, ‚Or Pı.r 
Sei 
u 3 & 3 
[ 1,07 l,o | au 2.2 Y1.o l,o | Eu. G,ol?1,0 w- g 
u u Q ns 
(16.) PırYız Yıı Kı,z A rlı,z 


E+f+g — R, 
so wird mit (1.) 
(11) Aau=e hf =f; MYı=g. 

Das Vorzeichen von A ist bestimmt durch die gegebenen Werthe von 
eı, Pi, Yı ((A.) nach (2.)). 

Nach (B.) erste Reihe (7.) mit der dort p. 253 nach (16°) einge- 
führten Bezeichnung und der hier für die Ableitungen nach «,, A,, %ı und 
o, r festgestellten Darstellung wird nun: 


u Yo So 4 Yakıot Yaßıot YyYıo> 3,0,,0+ 235 P1,0+ 3,Y1,o | 


1 ) 
— 


'Yı Sı Yatızt Yaßıat YyyYur> 3,0114 2#Pı.+ 2,71, | 
ıY%8 Yy| , „IYr Ya Ya Ya, 
e ı+f : +9 3’ 


] 23 2, | 2, v7 | du 33 | 
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mit (16.), also mit (17.): 
a; Ya Zu 


(18) X=hßı ys 3° 


»r t 
Yı Y, 2, 
Ebenso folgt: 
%, 2: Du ‚% Lu Ya 


(18%) Y=hßı 2 2; 


| 


Yı 2, ©, Yı 2%, Yy| 
Die in (18.) und (18%) enthaltenen Determinanten entstehen auch durch 
Auflösung des Systemes (14.) nach a, b, ec. Zu diesem Zwecke sei: 





; Zeh pP, % Ya 


| 
| Ta Ya u 
N) 2 


(19) |z; 9 3 =R; Wo Bar DR 1 


N;+1 v=0 Ny+1 


T, Y%, 3, 
Dann folgt aus (14.) mit (18.) und (18°): 
LX LY LZ 
ET Pa Tr Pe 


Da hier die Grössen a, b, ce dieselbe Bedeutung haben, wie in (B.), so 
folgt nach (B.) (17.), dass die dort eingeführte Grösse U für alle durch 
den Malusschen Satz definirten Flächen den Werth hat: 


hR 
L 


Oder: Für alle durch den Malusschen Satz definirten Flächen ist die Grösse 


a) d- 


X+Y’+Z’= U’ in den von einander unabhängigen Variabeln ein vollständiges 
Quadrat, dessen Grundgrösse keine anderen Irrationalitäten enthält, als 
solche, die von vornherein in den Ausdrücken für die Coordinaten enthalten 
sind. Bekanntlich ist das Oberflächenelement d2 einer Fläche, deren 
Gleichung dadurch gegeben ist, dass die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes (x, y, 3) derselben als Functionen zweier von einander unabhängigen 
Parameter o, r dargestellt sind, gegeben durch 


(2%) dR= dodıYX’+Y’+Z = Udodr. 


Daher wird das Oberflächenelement jeder durch den Malusschen Satz defi- 
nirten Fläche mit (21.) gegeben durch 


22) dR = - hdodr. 


Vor dem Oberflächenelemente jeder Fläche ist also das der hier in Rede 
4 * 








28 


stehenden dadurch ausgezeichnet, 


enthaltene Quadratwurzel hier in (22.) 
hier betrachteten Flächen keine anderen Irrationalitäten enthält als solche, die 
in den Ausdrücken für die Coordinaten schon vorkommen. 

In (B.) (26.) ist die Gleichung für die beiden Hauptkrümmungsradien 
o in jedem Punkte einer Fläche in drei verschiedenen Formen aufgestellt. 


Die erste derselben wird hier: 


} \.o 
(2.+04,)01,0+(23+045)P 1. 


oder mit (16.): 

| '2;+oa 

me ‚re P> 
Yat ob5, 


oder mit (17.) 


Die beiden anderen Formen der Gleichung für 


dieselbe Weise: 


alr,+0oa,)+ 


O. 
23 = In 
IYı 
Aus (14.) und 
19.): 
| 
(24.) 


+ AM 
z,+ 0a, 


y,+ ob, | 


y.+ob,. 


N 


! m \ 
Y;tob;, 33+96; 


Y yr ob,, 


2 0a,, 

= j 
7,704, 

ir, )Y 


y’/’d109 


Fe 


nach Division mit Äh: 


Yor 


ob, 


y.+ob, 


(Yyarob.)a,0t(ystobs)Pıo+(y,t+0b,)71 


(2.+0a,)0, + (X 3r043 PP. ‚rt! T, roa, Y 1,79 (yatob. )@ |, + (Y +ob;) P\. T + (y,+ob, ya 


x,+04,, 


Yy,r ob, r 


er ’ z.+ 0a, b) 
> 
Pi, 7ar04;, 


- 


) 
Zu T0C, 


[2 
“ 


3,706, 


0 = 


biy.+tob.)+telz.+ve 
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Tr oa, 


Y.+ ob, 


dass die in der allgemeinen Form (22.) 
verschwindet, und also das d£2 der 


y’ııa 


” 1} 
Tr O4, > I Tr l 04; 


Yurob,, Ys+ob; 


y.t ob, 


Yar ob; 
y,+ ob. 


o in (B.) (26. 


'alazz+0a,)+b(ys+ob,)+c(25+0c;) 
| 


a(z,+oa,)+b(y,+ob,)+e(z,+ oe, 





(23°.), so gehen diese nach Division mit e oder a oder 


.) = a(L+0—, 


ergeben auf 


2,700. Tut04, 
7 ch “) ER ) 
2500, 73704: . 


2,1700, 7,704 


Y 


15.) folgt leicht das folgende System mit der Bezeichnung 


.) 


+1 


> 
. 
l; 


== BlL+o- n2 r ); 


= y(L+e—-). 


nr 
Setzt man die hieraus folgenden Werthe von «, 5, 7, in die Gleichungen 
23.) und 


b über 





7 

4 
4 
i 
x 
F 
7 

ws 

















in 


Die 
Gli 
die 
Ho 
die 
deı 


ent 


vo 
mi 


wc 
be: 


W 
Rı 
Fl 
(1. 
Pı 
fin 


mE 








‚T 








2 N a ee 








” er 
Tre 





Röthig, über den Malusschen Satz. 


in die eine Form der Gleichung für e: 


x,+00,, y.t+ob, 2.+06, 
25.) + )d;, + )b> 2z+0C3 = ). 
) »t0a;, Y+obs, 25+0€ 


i 


| 
2,+0a,, y,+ob, 2,+0c, 


Diese ist in Bezug auf oe zwar dritten Grades. Multiplieirt man aber die 
Glieder der ersten Verticalreihe der in (25.) enthaltenen Determinante mit a, 
die der zweiten mit 5, die der dritten mit e und addirt die Glieder der 
Horizontalreihen nach irgend einer Verticalreihe hin, so folgt mit (24.), dass 


. ® > a Yo . 5 n D . . * D 
die Determinante in (25.) übergeht in (L+o iz ) multiplieirt mit einer 
+1 


der in (23.) oder (23°) enthaltenen Determinanten. Die Gleichung (25. 

u. bu a x n" 
enthält also den überflüssigen Factor L-+o re 
+1 


Sind oe, und & die beiden aus (23.) oder (23°) folgenden Werthe 
von e, so sind nach (B.) (24.) die Coordinaten der zugehörigen Krümmungs- 
mittelpunkte gegeben durch: 


Un 


26.) (S=aotoa n=ytoab; G=2+06, 


wo 5, n, & die reehtwinkligen Coordinaten der Krümmungsmittelpunkte 


,-=r+9a; MmM=Yy+o b; G = 34026, 


U 


bedeuten. 

Lässt man «,, ?,, Y, sämmtliche mit der Gleichung (1.) verträgliche 
Werthe durchlaufen, so werden die Gleichungen (26.) die Gleiehungen der 
Krümmungsmittelpunktstläche jeder durch den Malusschen Satz definirten 
Fläche. Oder, ersetzt man «,, P,, %ı durch Funectionen von o, r, welche 
(1.) identisch erfüllen, so stellen die Gleichungen (26.) die Coordinaten der 
Punkte der Krümmungsmittelpunktsfläche jeder durch den Malusschen Satz de- 
finirten Fläche in eindeutiger Weise als Functionen zweier willkürlichen Para- 
meter dar. | 

Endlich lehren die Gleichungen (23.) und (26.), dass es zur Her- 
leitung der Werthe von o und der Gleichungen der Fläche der Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte nicht nöthig ist, in die als Functionen von a,, ,, Yı gegebenen 
Ausdrücke für x, y, 2; a, b, ce die unabhängigen Variabeln 6 und 7 einzu- 
führen. Sondern die Gleichungen (23.) und (26.) geben alle diese gesuchten 
Grössen direet als Functionen der ursprünglichen dureh (1.) von einander 
abhängigen Variabeln «,, P,, 7%. Es wäre nun wünschenswerth auch 
für die Krümmungslinien jeder durch den Malusschen Satz definirten Fläche 
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Ausdrücke in den ursprünglichen durch (1.) von einander abhängigen 
Variabeln herzuleiten. Dazu ist noch eine Gleichung zwischen den «,, 1, 7ı 
aufzufinden, von der feststeht, dass sie mit (1.) die zu den Punkten der 
Krümmungslinie gehörigen «,, ?,, /ı liefert. 

Nun ist im Allgemeinen: 


(27.) da,:dö,:dy, ae (0,0 | &2):(P1,00 Pr): Yıo v2 | Yır)ı 
0 0 - 
er dr 


Für die Krümmungslinien hat das o’ die in der Abhandlung (B.) 
unter (26°) gegebenen Werthe. Mit dem ersten derselben folgt: 


| Lo +04,, Go 

u ELF FRENUU  REET. 
Tot 04, Ct 04, 

(2a 00.)1,0+ (23+00;) Bı,0+ (2, +0a,)Yı,0; &ı,o 

_ @at94.)a1,+ (wet 9ap)Aıa+ rt Qay)Yır, er 


Lt O4, 
_ __ 2er aB)9+ (2, +ga,)f 
| D+00, 
mit (16.). und mit (17.): 
) \ 
> \ ’ h Pırs Tarop4;: 
(28.) OÖ, o 0 70, — . . | . 
5704, Yı, Tyt oa, 
Auf dieselbe Weise erhält man: 
4 zul is ah 
Pot Pı: 20 +00, | Tr oa 
0a ® o ‚15 Lat ) 
Br ;; r £ 
h,. h , 2utr0qa,| 
ar Ö en — . . . 
/1,0 [ l, 2 } / 
ıa Tot 04, pr. 2;+ 0a; | 


Führt man (28.) und (28°) in (27.) ein, so folgt, dass die den Krümmungs- 
linien zugehörigen Werthe von «,, A. 7, dem folgenden Systeme von 
Ditterentialgleichungen genügen müssen: 


20, FE RER Pi, st 9a; | Yı, 2,+oa, | G. z,+t0a, 
Yı, 2,+0a,| ©, z.+00,| |Pı, + 0a; 

Mit dem zweiten und dritten Werthe von 0’ aus (B.) (26“.) erhält man die 

Ditterentialgleichungen der Krümmungslinien in den folgenden Formen: 


| En. Ys+ ob; v.. y.tob, “; 3 bh, 
\ da,:dd,:dy, = Mn 9 Ruin ALAE Yy,rob,| 0, Yart 


Yy,r ob, 0, Yyt ob, Pı ’ Y+ obs; 


Yı m ? 
29° \ d 


(24 
Ä Pi, 335+06| 5 2,+06,| 1%, 23.+06, 
da,:dPı:dy, = | | 1: ) £ 
Yır. 2,106, I, 2306, Pi, 28+ 06; 
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Die drei Formen (29.) und (29°) sind identisch. Denn bezeichnet man der 
Kürze wegen die drei in irgend einer der Gleichungen (29.) oder (29“.) 
vorkommenden Determinanten der Reihe nach mit (D), (ID, (IID), so gelten 
wegen der Form dieser Determinanten die eine und wegen (23.) und (23°. 
die beiden anderen Gleichungen des folgenden Systemes: 

(2,+ea,) (I) + (2;+ ga,) (ID) + (z,+0a,) II) = 0, 

Yy.+ ob,) D+(y;+ eb,) (ID +(y,+ob,) AH) = 0, 

(3.+ ge.) (D+(2;+ gc;) (ID -+(2,+ oe,) UIID = 0. 
Mit (25.) verhalten sieh also (T), (ID), (III) wie dieselben drei Unterdeter- 
minanten der in (25.) vorkommenden Determinante. 

Die Integration eines der Systeme (29.) oder (29".) giebt also die zu 
den Krümmungslinien gehörigen «,. /P,. 7. Dabei darf von der Be- 
dingung (1.) abgesehen werden. Denn jedes der drei Systeme liefert sofort: 

a,da, + P,dPp,+yıdyı, = V 
oder als erstes Integral: 
SH) e+Ahit+n-C =. 
Nach Auffindung des zweiten und letzten Integrals ist dann der Constanten 
C in (30.) der Werth 1 zu ertheilen. 

Zu den in der Abhandlung (4A.) pag. 234 Zeile 12 und 13 von unten 
erwähnten Aufgaben gehört auch die folgende: 

r,.,.. als eine solche Function der Grössen «,, /?,, y, zu bestimmen, dass 
die Strahlen (A.) 10.) Tangenten der Fläche |A.) (12.) werden. 

Zur Untersuchung dieser Aufgabe werde der Kürze wegen die zu 
bestimmende Function r,., mit r bezeichnet und, wie oben, «.,=a, 
Bnı=b, Yrı = c gesetzt. 

Dann sind die Coordinaten jedes Punktes der zu bestimmenden 
Fläche nach (A.) (11.) gegeben durch: 

3) z=x4ar; y=yH+tbr; z=3+cr 
als Funetionen der Grössen «,, ?,, 7, zwischen denen die Bedingung (1. 
besteht, so dass x, y, z auch als Funetionen zweier von einander unab- 
hängigen Variabeln o, r angesehen werden dürfen. 

Mit der Abhandlung |B.) und genau wie in dieser Abhandlung von 
16.) bis (18°) folgt dann, dass die Cosinus der Winkel, welche die im 


Punkte (z,y,z) der Fläche (31.) errichtete Normale mit den positiven 








Röthig, über den Malusschen Satz. 


Richtungen der Coordinatenaxen bildet, proportional sind respective den 
drei Grössen: 











| a, Du LT | | a, Ta Ya | 

/). | A} |. . . f 
(32.) |Pı Ya 2 |; Pı 23 8% 5 Pi 8 Ya“ 
| A ] | | | 
ıYı 9, 2%, | Yı 2%, I, Yı %, Y%y\ 


Soll nun der durch (2, y,z) gehende Strahl (A.) (10.), wie es die gestellte 
Aufgabe verlangt, die Fläche (31.) in (z,y,z) tangiren, also auf der in 
(2,4y,3) zur Fläche errichteten Normale senkrecht stehen, so muss nach 
(32.) die zu bestimmende Grösse r so gewählt werden, dass 


Kr Yo Bol a, Zu Du KL La Ya 
(33.) a Pı Ya 33 +bP, Sp 2 +eßı La Y| = 0 
9» Ins,» In%,9% 
wird. Entwickelt man nach «,, f,, /ı, so geht (33.) über in: 
aa 2, la z2, 2 la 2, 25| 
(34) 0b ya 9 ı+Bı)b W Yyaıtrı by ya =). 
ce 25 3, ez2, 3, EC 2. 3g| 


Um die Gleichung für r zu gewinnen, führe man die Werthe von x, y, 3 
aus (31.) ein. Lässt man die T'heildeterminanten fort, welche wegen Ueber- 
einstimmung einer ihrer Vertiealreihen mit der ersten den Werth Null haben, 
so folgt: 


a,x,,tras;,2,,tra, a,2,,+ra,,2,.+ra, 
| | | 
| . 2 .) | 

0 | b, Yy,att b;, y,t' b, | + Bi | b, rt, y,.trb, | 
| | | 
16, 2,547 05, 2,,trC, 16,23,,tr6C,, 3oatrc| 


(35.) 
4, 2,0 tr, war rag| 
+71|b, yatrb., yarrba| = 0 
6,30 tr6,, 3,5765 
oder eine quadratische Gleichung für r. Es erhält also r zwei Werthe r, 
und r.. Die gesuchte Fläche zerfällt daher in zwei, deren Gleichungen 
aus (31.) folgen, indem man r, und r, an Stelle von r setzt. Die gestellte 
Aufgabe ist damit gelöst. 
Aber aus geometrischen Gründen wird klar, dass die jetzt bestimmte 


Fläche (31.) die Krümmungsmittelpunktsfläche derjenigen sein muss, auf 
welcher alle Strahlen (A.) (10.) senkrecht sind. Es muss daher Fläche (31.) 
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Krümmungsmittelpunktsfläche der durch den Malusschen Satz definirten Fläche 
sein, oder die Gleichungen (31.) müssen mit den Gleichungen (26.) identisch 
übereinstimmen. 

Um dies noch näher nachzuweisen, bezeichne man die Coordinaten 
eines Punktes der Fläche, auf welcher alle Strahlen (A.) (10.) senkrecht 
sind, mit &,41, 9415 3:1, wie dies hier schon in der auf (4.) folgenden 
Zeile geschah. Dann ist nach Abhandlung (A.) (11.): 

36.) zu=-nta.: Yıamytöorn: Sım2ter,. 
mit der oben eingeführten Bezeichnung a, b, e für respective @,,1, Pas Yızı- 
r,;. in (36.) ist die durch (A.) (25.) definirte Funetion der Grössen «,, }, ı. 
Führt man die aus (36.) für &,, y,, z, folgenden Werthe in (31.) 
und (35.) ein, und setzt: 
(31.) rt > u 
so geht zunächst (31.) über in: 
37) z=zıtrau y=y.trbu; 3=23,,teu, 
und (35.) in: 


d, L,r1,8+ 4a; , Trı,yt ua, | 4, Dur, tU4,, %rı,at Uq, 
| ı2 

| b, Yııat ub;, Ysrı,, + ub, +Pp, b, Yırı,7t ub,,, Y+1,07 ub, 
C, 241,81 UCz, Zyr1,yt Uc, C, ZyıytUC,, 241,01 UC, 


(38) | 
a, Durı,at uUd,, T; .1,8t ud; 


ty b, Rn Ud,;s Y; H1,8t ub; = (), 
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C, Zsrıat U0,, 241,81 40a 
) wenn auch hier wieder die Theildeterminanten, welche aus demselben 
N Grunde wie bei (35.) verschwinden, gleich fortgelassen werden. 
} Entwickelt man (38.) nach a, b, c, so folgt: 


A 


|, Yırıatub,, 2srı.at uc, | 


|, 

| | 
| ! MR} 
a Pi, Ys+1ı,8T ub;, 2,+1,8T UC; | + b | Pıs 


s4 16T Uc, . T,, Pan ud, 


341,8 TUCH, Xurı,at Ua: 


\ ı as m ' 
(39 ) } 7ı [) Ysr1,y 7 ub, “ Zs41,yT uc, | 1 1 9 2,4 1,yT UC,, T, 4 ,yt ud, 
O5 Lorıa t UM, Yırı.at ud, | 
| “ ] 
Te, Pı, Isrıa Tr Up, Yırı,ar ub; = WU, 


Yı, Cstıyt Wa, Y4ı,+ ub, | 
Die Grössen 2,1, Ysrı, 2,1 bedeuten, wie wiederholt bemerkt wurde, 
dasselbe wie die Grössen x, y, z in den Gleichungen (14.) bis (26.) dieser 
Abhandlung. Das aus (14.) und (15.) gewonnene System (24.) gilt seiner 
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besitzende Grösse o, sondern auch dann, wenn unter o eine ganz beliebige 
Grösse verstanden wird. (24.) gilt also auch, wenn das « aus (39.) an 
Stelle von o gesetzt wird. 


Es mögen nun die drei in (39.) vorkommenden Determinanten der 


teihe nach mit D,, D,, D, bezeichnet werden, während D die folgende 
Grösse bedeuten soll: 
|%,41,.+u0,, Yırıat ub,, 3.410 t UC, | 


| 
= |2yı3t ua, Yırıat Ubg, Zsrı,gt ucz |® 
Tur1,ytUuQ,, Ysyı,yt ub,, Bsr1,ytUuc, 
Löst man dann das System (24.), nachdem in demselben « für og geschrieben 
ist, nach a, b, ce auf, so folgt: 
n, n, n‘ 
(41.) a.D=-(Itau: ; )-D.; b.D=(L+u: U ).D,; c.D=(IL+u:— )-D.. 
N;+1 N;+1 N,+1 
Führt man die hieraus für D,, D,, D, entstehenden Werthe in (39.) ein, 
so geht (39.) über in: 


(40)  D 











D(«@+b’+c) = (, 
oder in 
(42) D=V0. 
Die Gleichung für « ist also in die vorstehende Form übergegangen und 
erhält nun mit (42.) aus (41.) auch noch die drei anderen Formen: 
(42) D,=D,=D,=V. 
Die drei Formen (42°) der Gleichung für « sind identisch mit den drei 
Formen der Gleichung für e in (23.) und (23°), während (42.) mit (25.) 
identisch ist. Es folgt daher: 
wo 
was in (37°) eingesetzt: 
43.) z=z,ı+00; y=Yyzıtob; 3=3,1+00 
ergiebt. Weil nun die in den Gleichungen (26.) enthaltenen x, y, 3 die- 
selben Grössen sind wie die in (43.) vorkommenden £,;1, Ys+ı, 241, SO 
sind die &, n, & der Gleichungen (26.) übereinstimmend resp. mit den 
z, y, 3 in (43.), oder die durch (31.), (37°) oder (43.) bestimmte Fläche 
ist die Krümmungsmittelpunktsfläche der durch den Malusschen Satz de- 
finirten Fläche. 


Berlin, November 1878. 


Herleitung gemäss nicht nur für die darin vorkommende eine feste Bedeutung 
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Sur le developpement d’une fonction suivant les 
puissances croissantes d’un polynöme. 


(Par M. Laguerre ä Paris.) 


I. 
Considerations preliminaires. 
L Etant donnee une fonction fiz) developpable suivant les puissances 


croissantes de z et F(z) designant un polynöme en z du degre m, on peut 
developper f(z) suivant les puissances croissantes de F(z) et poser 

(1) fi) = A+tA,F(2)+--+A,F"(z2)+--, 
les eoefficients Ay, Ar, » ++, Ay, ... Etant des polynömes en z du degre 
m—1. Jacobi a donne la methode qui suit pour obtenir ces eoefficients *). 
On deduit de l’e&quation (1.) 


2 en re She "0 | Sn) 
FH " Peotpaot te tr tete); 


imaginons que toutes les fracetions contenues dans cette &quation soient 
developpees suivant les puissances deeroissantes de z, on voit que dans le 


1 1 1 
second membre les termes de l'ordre de —, —, ».. —; ne proviennent 





A, . DR 
que du developpement de Fo Si done on designe par 
B B, B,. 
“ or z + a. + am i 
la vartie du devel u _ 19 i renferme les puissances ndratives 
partie du developpement de —;.;;,. qui renferme les puissances negatives 


de z inferieures en valeur absolue a m+1, il en resulte que A, est &gal 
a la partie entiere du produit 


*) Entwickelung nach den Potenzen eines ganzen Polynoms, ce Journal t. 53 p. 103. 
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2. Soit en general & developper la fonetion f(zx) suivant les 
puissances croissantes du polynöme F(z). 
Posons 
fz2) = taz +93’ +. +a,8c+-, 


ci. Mech 2" b, 1 b, FR RL b; 
F"+!(z) ei mn + m zmn--m+1 ;mn+m-Fi 











et 
f(s2) = Z(U,3""+U,,3" "++ +U,._)F" (2). 
On voit aisement que les coefficients B,, B,, ..., B, sont respectivement 
de lordre ma-+m—1, mn-+m—2, ..., mn par rapport & la lettre x et, de 
la methode donnee par Jacobi, il resulte immediatement que ces nombres 
designent aussi l’ordre des foncetions 
U,, U, 1, Ei RR 


II. 


Developpement de e‘* suivant les puissances d'un polynöme F(z). 


3. Soient 3, 3, «+. 3, les m racines de l’equation F(z)=0; je 
supposerai qwelles soient ae le et poserai 


Fra u 
Fi 2. - —1 —_?)  _] 
(2.) © = =(U,3" U, 13 3" "+. +HU, „3 +U,n-1) 1. 2. u 


En &galant entr’elles les derivees par rapport & z des deux tn de 
cette @quation, il vient 


U, U. .z”- F"(z 

T S( gi, -+ ai zZ Le. +U n, m—2 3 U, .)° a . 
x// M— „m—3 N I "(z) 

= I((m—1)U, 2" + (m—2) U,.3”"" + +U, m2)* ee 


' m—? u Fl ) 
+ EU," +," HH Un + Un) FE) 


ou encore, en posant 
/ Mm— „ın—2 N; 
(U,3 | '+-U,ı2 ++ +U, „.3+U,n)F (2) 


(A,„2""+B,3" "+ + +H, eg 3" "+9,23" "+. +2,34), 
F" 
SE(U,5 +0,04 HU 5 +, 5 
F ”(2) 


— — >((m—1) U, 2" +(m—2)U a tee +U, m) 


F" 
+n2(A,3"" +B,3”"" ”= ee +l T,2+K,)- > 2 


Fa) 
.2.3..(n—1) 


41.2.3.n 


! 


B = (0, 3" 2 + P, 2" + be + En S + In) - FE 
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D’ot les relations suivantes 


U... un RER + nK,+ An+i h) 


zU, Fa ZU, n—ı +nHl,+ En 19 


n,n— = 


(3.) ua pe 2 
zU,, = (m-1)U,+RA,+P,.. 


U, = 


n 


Comme les quantites &,;1, Paris » +» A,,1 Sexpriment lineairement en fonetion 


n+1 

de U,r1, Unis +++ Unrımı, Om voit que ces coefficients sont de la forme 
M-+Ne, 

M et N &tant des fonetions lineaires de U,, U,,, ... U 

Si d’ailleurs, dans l’equation (2.), on fait successivement 3=2,. 


n.m—1* 


=%,...et z3=3z,, on a les relations 


LA 


e’'” == U,377 + U), 27 + ne + U, —?2 3] + U, m--1) 
e* = Ua + U, "+ +0,34 Un, 
E . . R s ” ö r . . . . 5 . . 
2m —1 _. 
e ® = U,2' +U, 2. + +U,n-22n+Ü0n-ı ; 


d’ou Yon conelut que U,, U,,, ... U,,_ı sont des fonetions lineaires de 
ee, ec", ... em” et A coefficients constants. 

Par suite U,.,, U, --- Urin sont des fonetions lineaires de 
ces memes quantites, les coefficients etant des polynömes entiers en = du 


4. ID resulte de ces considerations que U, est de la forme 
M, e"”+ M,e"”+--- + Me, 
les coeffieients M,, M,;,... M,, etant des polynömes entiers en = du degre n. 

D’apres ce que j’ai dit plus haut (No. 2), on sait que le developpement 
de U, suivant les puissances croissantes de ze commence par un terme de 
Vordre de =””+”"'; d’ot cette proposition importante: 

Les polynömes M,, M;, ... M, ont precisement les valeurs pour les- 
quelles Üexpression precedente est de lordre le plus eleve possible. 

En effet ces divers polynömes etant du degre » renferment seulement 
m(n-+-1) coefficients arbitraires et, en disposant de ces eoeffieients, on ne 
peut annuler dans le developpement de la fonetion que le terme constant 
et les termes en z, x’, ... et 2"t"?, 
La proposition est done demontree. 
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9. Les formules (3.) permettent de calculer par voie r&eurrente les 
diverses fonetions U,; il est facile d’obtenir l’&quation differentielle lineaire 
du „me ordre A laquelle satisfait U,. 

A cet effet, et pour simplifier les caleuls, je supposerai d’abord que 
le polynöme F(z) est divisible par 2... En &galant entr’elles les derivees 
par rapport a x de l’equation (2.), il vient 


u Lu ia dU.. 5 dU,n Fr(z 
(Mn m Min may an, Mena) Pr) 





dx 1.2.3...n 


„m Mm — -£ 
= = (U,z +U,,2 +++U, 3 +U, 12) — 4. 2. vr ın 


or, si l’on pose 
Fix) Ren 2” + az"! bz2" "+... + 1z 
on trouve aisement 
m m—l 2 
U,z +U, „1% Eu + U, m-23 + U, n-ı2 


= U,F(z)+ (U,,— aU,) 3" + (U,.—bU,)3" "++ (U, „_— IU,)2. 
Portant cette valeur Em la relation Pröoddente on a 


dU, zm—1 zZ ' dU, n,m— AU,n-ı FF M- 
&( | += a do MR de 2 





dx TB3.. 
E . Er "a 
cn SERÄERRE..; 
+2] (U, er — aU,,) .) Br ur (U > — bU,) 3" "+ mr + (Wi... „—IU,) z| 4 5 n 
d’ott les relations 

IU, 

—, -— U,.ı— da U, b) 

dAU,ı Zu r T 
de vr U,.—bU,, 


d U, m—? 
en “a U, „-- Iz, 








dr 
Ares —= nU,_,, 
que l’on peut mettre sous la forme suivante 
U,= G-+aU,, 
U,. un 2, +a +b U,, 


A) be aa er aha ai 
er ge 


Eine BR i 
ee 
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6. D’apres la premiere des relations (3.), on a 


(9.) en; = U, m - atn K, - hn+13 


caleulons les valeurs de K, et de 4,,.. 
L’equation (2*.) donne d’abord, A cause que F(z) est divisible par z, 
An+ı Be 


On deduit de la m&eme &quation 


n 


0, zn—i_| Ön zn ’- ... .r ri 


A, 3"”+B,3”"”+..-+K, BREITER u... | Tan 
F(z) 
1 Fz 
-(U,z ie + U, , ee er + U, m—?2 S + U, m—1 A , 
‚m ; / I (z) 
dot Yon voit que K, est le terme constant dans le developpement de 
Ir - m—? ! F' S 
U,s"” '+-U,,3 £ He +U, ‚m- 37T Un 1/ > ’ 
(3) 
ou encore, si l’on designe generalement par s, la somme des pmes puissances 
des racines de l’&quation F(z) = 0, dans le d&veloppement de 


0 ! 2 "o Am rer Vor \ 
(U, 2” +U,,3”"°+...4 N; — + — + t...). 


An / 


=“ » » 


On en deduit 


K.n = 85, U, +5. 3U,ıt"+mUÜ,..: 
et, en vertu de l’equation (D.) 
zU,„-ı = (ma+1)U, „a+Rrs U, „+, +ns„sU,.ı+ns,n„U,+IU, ;ı.. 
Prenons les derivees des deux membres de cette &galit&; en ayant egard 
aux relations (4.), il viendra 
d" U, d" dU 
| den ra da! = a 
(dei, dr U, dU 


—nm- —+(ma-+s})- —— te +{mk+sı ht +as +8...) + 1Ux =). 
' de" \ J dı"- m— m—J ı J h 


dı 
On a d’ailleurs, en vertu de relations bien connues et dues ä Newton, 
sta=0, ..., soatas, + +(m—2)k=0: 
au moyen de ces relations l’@quation preeedente devient 
d” U, "ul dU,, 
x( d- ++ 1 ) 
dc" ” dar TOT 
dr—1 U, dr —?2 “U, = 
\ £ n 48 
„(m m + (m—-1)a “+ 2%- +IU ) = 


7. Dest facile de passer, en faisant un RR de variable, du 
cas ou F(z) est divisible par z, au cas general. 
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On obtiendra sans peine la proposition suivante: 
Si l’on pose 
F(z) zu 2" +az""+b2"" He +kz-+l, 


la fonction U, satisfait a l’&quation lineaire du „we ordre 


d""y d"—iy dy 
(6.) I et tt) 


dr—! du? 
nm, m— - + (m— —1)a det Lt Heut hy) = 


U, etant une solution de cette &quation, il est clair que la solution la plus 
generale sera donnee par l’expression 


Y on C, M, ei + CO, M, ei’ ... 1 C, M,, e””, 


ou C,, ©, ... et C,, designent des constantes arbitraires. 


III. 
8. Pour integrer l’&quation pr&cedente et en deduire l’expression de la 
fonction U,, je rappellerai d’abord quelques r&sultats importants dus A Lagrange*). 
A toute &quation differentielle lineaire du mme ordre 


P- y dr—! Y 


- dy 
A An +BZ TE ae 5 5 


„rıy=V0 
se rattache une autre @quation du m&me ordre 
(8)  - = (Au) — - (Bu)+-- + —(Ku)Flu = Ö: 
da" da’ Ä 
c'est l’&quation adjointe de la premiere et quand on en a l'integrale complete, 
on peut integrer l’&quation proposee. 
En designant en effet par ,, %, ... a, m integrales distinetes de 
l’equation (8.), on sait que lintegrale generale de l’Equation (7.) est donnde 
par la formule 


du, du, 
PEN EEE GER .0.. — u u 
| dar? dx u 
RB „ m—? \ 
m—1 -/ | ß ne A ur | 
y= A"e | da"? de | 
„de? Hm du,, 
l. u ... -— — u 
de — dx m 


ou ao, P, ... 4 designent des eonstantes arbitraires. 


*) Solution de differents problemes de calcul integral. Veuvres de Lagrange, t.1. p. 472. 
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9. Relativement & l’equation “ ante adjointe de Lagrange est 


a" ni )u+- 
; zu) — mr (ar —nm)u 


Pe (de n(m—1)a)u-t-- ), 


equation qui peut se mettre sous la forme suivante 


deu FR 6... dr—u 
dr—!u dm—?y .. 
+a+1)(m m Dart + ku) = (), 


et la methode de Laplace en donne immediatement m integrales distinetes, 
A savoir 


+2 +» I« 1 
„=fTerFdd w=f"erFdd, ... m=/f  e=Fr(dt. 


Dans ces integrales le signe de la limite superieure doit @tre choisi de telle 
sorte que pour cette limite e”‘* s’&vanouisse. 
Si maintenant on remarque que, pour l’quation (6.), on a 
A=zx et B=ar—nm 


et par suite 


B 
[Zi mn 
e = re”, 


on voit que lintegrale generale de l’&quation (6.) est donnde par la formule 


® J error ... [errod 


wr. 


En nt 1 Par B [7 er” F"(t) 2"? dt nn / ER mt F" (N di 


E te RE = IR 
1 F ee Bi hi e= Fr (Odt 


Im im 
10. Il faut maintenant determiner les constantes arbitraires «, P,... 4 
de telle facon que l’expression pr&ecedente donne la valeur de la fonction U,. 
Or une propriete caracteristique de cette fonetion consiste en ce que son 
developpement suivant les puissances croissantes de ze commence par un 
terme de l’ordre de z””*"; il suffit done de determiner les eonstantes de 
telle sorte que le developpement du determinant, eontenu dans la formule 
preeedente, ne renferme pas de puissances negatives de x. 
C'est ce qui aura lieu si l’on fait 

mßu mie]: 
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par une transformation facile, on peut mettre alors le determinant sous la 


forme suivante 
/ Mt F’ (f) gr? dt I" e” F" (f) "3 dt a fi F" (f) di 


° 2, 2, 


[ Mo-tz p" (Ü m? dt f* ee" E (f) > dt i; is ee" an (E) dt 


# u OT], / a IOer 7 oe (ddt 


<m-t ml "m—1 


et comme chacune des integrales, qui constituent les &l&ments de ce deter- 


[) 


minant, a un developpement de la forme e+ßxr+yz’, il est elair que le 
developpement du determinant lui-m&me ne renferme aucune puissance 
negative de x. 

On a done 


U, 


n 


mn+m—1 -—ır 1. 
u ee u: > 


si l’on pose pour abreger 


+0 via 
/ er Prütd= eo, 
ol ©;, est une fonetion rationnelle de z dont le denominateur est une 
puissance entiere de x, il vient 
u 9 aan 


u 7 1 - 
1 e Fi Pr . 0 #6 
r m Be m» » 

U 1 al -m 'e ax : : i i E e : / 


ee? Mi, 
u, | 


“ [2 ” [2 * . 
Zn = nn 
m () m En 
1 e m,m—? a e Go 


ou encore, en faisant passer e”““ dans le determinant et en remarquant que 
—ax rt ..t z)% 


e® — 
ei” Om en m © Io 


e”” Ei . a. Oo 
U 423 get m—l1 
n — 2 K2 ® [ * . ® . . 


m,m—? Ba m 


On en deduit 
er AR O, m; Be 9; 


y + 1 | ua a si G; 
> = x" = Er *“ ° . [3 ” [ E35 “ 
1 


» [2 . [3 * 
m.m—-? G.u Zu ) 





a 
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; et des formules analogues donneraient les valeurs des eoeffieients H,. M,;, ... M,.. 


ii 


i Il serait facile d’exprimer / au moyen d’une integrale multiple, mais je ne 
' m’etendrai pas davantage sur ce sujet *). 

i IV. 

N Developpement de e‘* suivant les puissances de 2(=z—1). 


11. Seit 


4 


(9.) e = 2 > ( V „r 2 


en prenant la derivee de cette @quation par rapport a x, on a la relation 








; r 2” ( —1)" b SORRN zn (z— 1" 

>> sw 7 — -— Ei -. e @ m \ / 
| =(N.+30,) er =(@h,r30,) 1.2...9 
# 
| ou bien, comme l’on a identiquement 
3V,+3’U, = 3(3—-1)U,+3(U,+V,). 
2" (s— > \ır FrGß—1yjH ar (3—1)" 
E 2 3(V,+2U,)- S = I(n-+1)U Ä — + EU, +V.)s 
nr 1.2...n Be "1.2...nn+1) | fe m 
=  dou 
V, = nU,_.. 
| (10.) ; ve 
5 U, > U -+ } n® 
| En prenant la derivee de l’&quation (7.) par rapport A z, il vient 
;  2"(2—1)" ır Zr(s—1) 
| Ar. TI iu 
F \ 1.2...n .2... 
ä Y L “ N (2 ])yr-1 
| +=(V,+3U,) (23 —1) — 
| TERERDURREN 1.2...(0-1) 
2 ou bien, comme l'on a identiquement 


(V,+3U0,)(23-1) = 2U,s(#—1)+(U,+2V,)2-V,, 
2-1)" (61) 

> L Er‘ = 8 eo 4 . an (x ) 

JO u \ 1} u A L ) — >: In +17 [ | 

N zn re Fr 


On en deduit 


(11.) 


=) Voir sur cette question une leiire de M. Hermite « M. Borchardt inserce dans 
4 le Tome 76 de ce Journal. 





u 
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d’ou en @liminant V, et V,,ı 
(12) U,.+2(2r+1)U,—-z’U,_, = 0. 
Il suit du reste des considerations generales developpees pr&c&demment que 
U, satisfait A l’&quation differentielle lineaire du second ordre 
a1 (Zn +) my =:®. 
12. De l’equation (9.) resulte immediatement que l’on a 
,‚=le U=e-l; 

des formules (11.) on tire U, = e*(@—2)+x+2 et la formule (12.) permet 
de ealeuler de proche en proche les valeurs des diverses fonetions U,: 

U, = e(@°—-6x+12) — (2460412), 

U, = e(@—122°+602—-120) + 2° +122°+60.0+120, 


En general, si Yon pose 


F(x) = 2" —n(n+1)2"""+ —— RT D nt1)(n+2)« ’— + +(n+1)(n+2)... (2n—1)2% 
et P(xz)=F(—-r), on a 
U,„=e’F(x)-Pir) = ze fo 3"(1—3)"dz *); 


0 


puis, en vertu des formules (10.) 
Y,=1 Vı=e-(ce+Hl), = e(22r—6)+r°+4r +6 


et en general 
V,= eF(i)+P(2)— (x). 


V. 
Developpement de f(t+xz) suivant les puissances de z(s—1). 
13. L/equation (9.) peut s’eerire de la facon suivante 


0 5 a" 4.7 . en 
a +23 +2 = te... 2” = >&(V,+3U,)- s 


N 
si on ordonne suivant les INCH eroissantes de x les eoefficients V, et 
U, qui entrent dans le second membre, cette &quation sera satisfaite identi- 
quement et par consequent subsistera si on remplace x’ par x,, quelle que 
soit d’ailleurs la valeur attribude A cette quantite. 


*) Sur les fonetions U, voir le Memoire de M. Hermite Sur la fonction expo- 
nentielle, p. 4. 





x 
3 
e 
7 
i 
3 
; 


ER 





EN Le 
Lahn 


ae ee 


REN 


WER 


20 7 EERZER, 


ETENRRTET 


ERTEILEN ER 





x et 
pour 


Si, ı 


N 
2 
E 
x 
b 
“A 
£> 
2 
R: 
; 
; 
= 


Gi 





Kran 





landip 
TRRBEERS 


I ÄEE: 


ar 





= ae Yard PEN 1 











Laguerre, developpement suivant les puissances croissantes d’un polynöme. 1) 
’ Y 


Posons, en denotant les derivees A la maniere de Zagrange, z=«'f N, 
x et t designant deux variables arbitraires; l’expression symbolique e” aura 
pour valeur f(?+x3); nous aurons done le developpement suivant 

fit+z22) = >&(v,-+ zu,) x sth 

ol ©, et w, designent ce que deviennent respectivement V, et U, quand, 
apres avoir developpe ces expressions suivant les puissances eroissantes de 
z, on y remplace x par z’f(t). 

Par cette substitution, e” se transforme en fit+z), ze’ en zf'(t+x 
et generalement z’e* en ef” (t+x); on obtiendra done facilement les va- 
leurs de «, et de o, et en particulier on aura 


a. = (-1)"2n(2n —1)...(n+2)(n-+1) 
Merem_ nn fett , a1) » _f”l+2) 
x [(r I+2)—nz 2n ui 1.2 r 2n(2n —1) =) 


num f©, na-1) _fr@ 
(fü met TE MN. Jl 


14. On deduit de la 
\ru+2)-fi) „fer ® _na-Ne" Fra+)—f"® 


4 1.2 2n (2n—1) 
EN) | na) 2)’ f"ltHa)+ fe) LR 
® 1.2.3 In(2n—I)(ean—2) ib 


ou, si l’on adopte la notation de Gauss et si Von pose //(n)=1.2...n, 


_ (AP Iln) 


m Ian) " 


Comme je l’ai fait remarquer plus haut (No. 2), le developpement de « 
suivant les puissances eroissantes de z commence par un terme de l’ordre 


In+1, 


z”''; R est done @galement de lF'ordre 2» +1. 


n 


15. On aura done en negligeant les termes de l’ordre 2r +1 


\fi+@)—f(t) „LU _na-M)e Fir)" 


| | 1.2 2n(2n—1) 
(14) u ni 
n(n—1)(n—?2)x’ pP" d+z2)-f"”(l ı 
1.2.3 2n(2n—1)(2n—2) 


ve. 


Si, dans la relation pr&eedente, on pose 


fii+r2)— fit) = / "Fo, 
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il viendra 


” „_FO+R)+FO) _ na’ Fli+a)— Pl) 
46 u F de WAE; Ei u 2n(2n—1) 
(15.) | 


, na—1)(n—2) F" (t+-x) + F"(t) 
7 23 2n(2n—1)(2n— 2) 


16. Comme application de la formule (14.), posons 
f(z) =arctange, I=Vl et el; 


on a d’apres une formule bien econnue 


%. 1 ii] u. 1 
fO(z\ te Ei he sin (dare tg y' 
ya -Fz®)' T 
par suite 
f?0) = (N 7G-Dsinz 
ei 
; —N1NG—1) .. 0 
f®(1) en C ) ; ( ) sin 4 


2: 
En portant ces valeurs dans l’equation (14.), on obtiendra la formule 
approximative suivante 


16, n—1 L, F (n—A)(n—2) L, Er Be 
Be} TUT = L, — - r £ > u = zn u 
Bei  Rn—1 2 (n—1)(2n—2) 3 (Zn —1)2n—2)(2n—3) 4 
ol jai pose, pour abreger, 
” IT 
sin 
. Im L 4 
L; = 2sin — +(-1)"— 
2 Ma 
on trouve aisement 
L, — 3. L, = —— 1: En = = — 3, L, gun 0, L- nn 4, Le = 4 L- = — ri L: == 0, ete., 
et 
n—1 ii n—2 
n=3 e 


re Te er) 
+ T (n—3)(n—4) 1 (n—I)(n—4)(n—5) 2 
50° (2n—1)(2n—3) 9 (2n— 1)(2n—3)(2n—5) 


(17.) | 


En faisant successivement, dans cette formule, » egal A 1, 2, 3, 4,5 et 6, 
on obtiendra pour le nombre z les valeurs approximatives suivantes *) 


=) JI est ä remarquer que, pour une valeur entiere de », on doit arreter la formule 
(14.) au terme en L,; on doit avoir egard & cette remarque dans llapplication de la 
formule (17.). 
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l n 
b) De“ 3.106...., 


‘ 
1 


a 
| 
be 
= 
\ 


n=5+4 SIR — = 3,159..., 
> 4.5 
a=d+ = 318,. 
l 7 ’ ’ 
1 


Bi Ä 
4.9 749.10 
| | 


‘ l ) P_ ) 
nn = + Be _ er —: 14158... 
34 90 7" 1.20.65  6.11.12.14 ’ 


-4- 
N 
dk 
in 
Jh 


_— k m m 
— —_ 
-— N 
i 
_— 


VI. 
Developpement de log(1+zx) suivant les puissances croissantes de s(s—1). 


1. On a identiquement 


1+2—- 2°’z(z3-1) = (1+32)(1+2— ze): 
on en deduit 
ö I+r z | 
z s—23(3—1) ya . N l I+z2 a 
+22 — 12a »(3—1) er A+r-r’z(s—1) l i ve 2(3— 1 
I+a 
>, | | 3 = I \ 2° 7 DaB N 
u 2’ A+e)" ” “ 


= /41 & z | 7 a 
log(1+zx)  P ( +8(, — ) ee 3" (s—-1)")de; 


T uw cz’ (\1-%) 
0 


si done on pose 


| 


log(1+z2r) = F(v,+ zu,) 


on 4a 


= adı 
u = IT) / a * 
; (1-+2)"! 


La formule (13.) donne alors en posant, pour abreger, 


T ’ 


ee 
n—1 ' (n—1)(n—2) 
log(1+2) = 4a’t+2) +1. (a2) +1. > (+2) +.-+R 
g( u % J 5( + )+4 nl (« +% (2n—1)(2n— 2) j N N N t, 


\ 
ou 


ng „Il(n) / : aerde 
R mac ( 1) II(2n) I (1--z)rt! 


185. En posant dans cette formule e=1, il vient, pour determiner 











48 Laguerre, developpement suivant les puissances croissantes d’un polynöme. 


log2, la formule approximative suivante 





Ei. 3 n—1 n—?2 15 (n—2)(n—3) 2 
log2 = 4 16 m—1 + 2n—1 16° (2n—1)(2n—3) . 


dans l’application de cette formule, on doit, pour une valeur entiere donnde 
de n, s’arreter au premier terme qui s’annule. 
En y faisant successivement n @gal A 1, 2 et 3, on trouve 


log2=3}= 0,75; log2= }- 15 = 0,6875; log2=$— 154745 = 0,69375. 
La valeur exacte de ce logarithme est 
0,69314... 
Paris, le 30 mars 1879. 
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Sur les determinants composes. 
(Par M. J. J. Sylvester ä Baltimore.) 





Dans Vrarticle qui va suivre je m’occuperai de la theorie des deter- 
minants compos6s, regardee sous un point de vue tres general. Comme on 
sait, les determinants composes sont des determinants dont les elements sont 
eux-m&mes des determinants puises dans la m@me matrice ou, ce qui est 
la m&öme chose*), des sous-determinants ou determinants-mineurs d’un m&me 
determinant primitif. 

Servons-nous en premier lieu de la notation ombrale ordinaire pour 
representer un determinant simple — dans cette notation une ligne double 
c.&. d. une paire de lignes de » ombres 

d,dy...d, 


0, 0,...0 


servira A repr&esenter un determinant du „"® ordre. On peut aussi se servir 
avantageusement de la notation 
d,4,...4, X 0, 09...0, 
pour repr&senter la m&me chose. 
Un systeme de » quantites a etant donne, on se sert ordinairement de 
la notation 
za; Zau:: 
pour signifier | 
4+m+'++4, HR+aAG+'+a,_,A,: 
En ehangeant un peu cette notation, les expressions 
za, ZaG, 
seront employees pour representer ensemble des termes 
(4,02, ...4,), (Aı@, did, ... d,_,d,), 
au lieu de leur somme. 
*) autant que la matrice est quadratique et non rectangulaire. 
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La notation 


za; 
Soit p.e. n=4, la notation 


Allas.. 
sera represente par la notation: 


Sylvester, determinants composes. 


nn 


104 


n 


Un determinant compose qui se rapporte A une 
a, d) ... a 


...(@;, x 20,03...0,. 


Za,4,4;, x Z0,0,0;, 


ad,4,0; 
0,020; 
4, 0, 4; 
0, 0,0, 
a, 0, d; 
0,030; 
ad, 4, d; 
0,0; 


signifiera le determinant 


AR 


signifiera le determinant compose 


a, 4,4; 
0,0, 
4,0, 4, 
0,00, 
a4,4,4, 
0,0,0, 
4,04, 


0,030, 


da, Ad; d, 
4,0; 4, 
G, 0,0; 
d,d; 4, 
0,0, 0, 
a,4,a, 
0,0, 0, 


Za,a,, XZ0a,0,, 
signifiera de meme un determinant du 4me ordre dont les elements sont des 
determinants simples du 2Zme ordre. 


24.%Z2a,. 


Ad; 


- 


a 
4, 
0, 
A, 
(z 
4; 
04 


4; 
@, 
d; 
0 2 
a; 
O1; 
d; 


(, 


La derniere notation etant equivalente ä 


a, 0, 4, 
0, 0,0; 
a,Qa;A, 
0,020, 
4,4, 4, 
,0,0, 
4, 4, A, 


0,03 ,. 


Enfin la notation 


d; 
a, 
a; 
(> 
a, 


di, 


a, 


(y 


seule ligne double 


Ce determinant est du 4”® ordre par rapport aux lignes doubles qui forment 
ses elements et qui sont elles-m&mes des determinants simples du 3@e ordre. 


represente le m&me determinant que l’on Eerit plus simplement sous la forme 
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Sylvester, determinanis composes. 


L’identit€E des valeurs de 
Za.x2o, et de 4,0....4,% 0,0,...0, 
est un cas partieulier (le cas extr&me) d’un theoreme general qui se rapporte 
aux determinants composes A une seule ligne double (et que je nommerai 
determinants composes A un seul argument). Dans le cas de » ombres a 
et d’autant d’ombres «& le theoreme relatif a cette elasse (la plus simple 
quon puisse former) de determinants composes s’enonce comme il suit: 


n—1,n—?2,.n—i-+]l 


( ad, 4A, ...An ) are 
@ @,...Cn 


l 


Za,0,...a,, XZ0,0,...0,, 


Ainsi si ö+j=n+1 on aura 


24a,4..0, X 200%..0, = Za....d, X 20,02...0,; 
car Yindice de la puissance de 
( G,0,...Gu ) 
@, &,...&, 
r II(n—1) 
a la m@me valeur - PR. dans les deux cas. 


NG—1)NG—1) 
Un cas bien eonnu de ce theoreme est celui ol ö=nr—1l. Dans ce 
cas lindice de la puissance 
(9 d, ut 
@,@, ..., 


devient a—1; c'est le theoreme qui affırme qu’en designant par D un de- 
terminant du „me ordre et par 4 le determinant dont les el&ments sont les 
derivees de D par rapport A ses @l&ments, on aura J= D""*),. 

Avant de passer au theor&me plus general qui se rapporte aux deter- 
minants composes A un nombre Yuelconque de lignes doubles (ou disons 
plutöt & un nombre queleonque d’arguments) eonsiderons d’abord un cas 
special qui est d’un grand interet par les applications quil admet, A savoir 
le cas dans lequel on attache a chaque ligne double dans le developpement de 

= 4,0...0,%X20,02...0, 


une ligne double eonstante 
b,ba2...b, 


) +) 
PıPß: ... (Fp* 


La matrice ainsi modifiee peut &tre designde par la notation 
[b, b....b6,Za,a....a,,] & [Pı P2...P, 0 02...0;,]. 


*) Le tleoreme pour les valeurs generales de i a &te retrouve recemment et in- 
sere dans les Comptes Rendus de l’Academie des Sciences de Paris par un auteur 
distingu6; depuis on a port A sa connaissance que j’avais d&öja publie le m&me 
theor&me dans le Philosophical Magazine de 1851. 


f * 
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Pour n=2 et p=2 la notation 
[b,b,>a,] x [Pd >eı,] 
representera p. e. le determinant: 
bba b,ba 
At Aıßrcı 
b,b,.a, b,b,@ 
Pr &: PıPr &:. 


Uette classe de determinants composes peut &tre designee sous le nom de 
determinants composes a4 deux arguments dont Tun est non-distribue. 

Je nommerai p et » les indices de l’etendue de B et de A respec- 
tivement et ö lindice de distribution de A; je me servirai pour le deter- 
minant de la notation B,.'A,; cela pose, je dis que l’on a 

B,.'A, = B’(AB)Y', 
ou 


AR NMI.. a) __ R-Na—2d...(n-i+N) 
Pe 1.2... 1.2...(—1) 


Il y a deux cas partieuliers qui pr&sentent un interet speeial, ce sont 
les cas de i=n—1 et de i=1. R 

Dans le premier cas on ao=]1, r=n-l, dans le second o=n-—1, 
t=1. Le premier cas de i=n-—1 donne le theoreme auquel on est par- 
venu anterieurement. Le cas de i=1 fournit une preuve immediate de la 
regle eonnue pour trouver la valeur du determinant de la matrice qui resulte 
de la multiplication de deux matrices carrees ou rectangulaires, comme on 
verra facilement A l’aide du diagramme suivant. 





A D Imaginons que AB soit rempli de 
eh =, 40, n lignes et de» colonnes, DE de n lignes 
et de p colonnes, F@ de » colonnes et 
de p lignes d’el&ments queleonques, enfin 
BC de p lignes et de p colonnes de zeros. 
Cela pose, et en se servant de AB, AC 
B | pour representer les determinants des ElC- 
pi ee: ments qui se trouvent dans ces carres, 
le produit (AB)"""AC sera egal au de- 

| terminant compose dont chaque Element 

6 € estle determinant du carre AB borde par 
une des » colonnes de DE et par lune des » lignes de F@. 
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Supposons que tous les el&ments de AB s’@vanouissent A l’ex- 
eeption des r» Elements qui se trouvent dans la diagonale AB, et que ces 
derniers soient egaux & Vunite. Dans ce cas, si » est plus petit que p, 
le determinant AC s’&vanouira; de plus le carr& AB borde de la colonne 
C;6%...c, et de la ligne Z4.../, produira le determinant 


(4,0, Jh, b,...d4) ad albtob+--+cl,: 


de la on tire la consequence que si l’on multiplie deux matrices reetan- 
sulaires selon la direction de leurs axes mineurs, le determinant qui en 
resulte est egal & zero. Dans le cas contraire ol » est Egal ou plus 
grand que p, AC devient Ja somme des produits de chaque determinant de 
l’ordre p puise dans DE multipli€ par le determinant correspondant puise 
dans F@G: et dans le cas partieulier de a=p, e.&. d. lorsque les matrices 
DE, F@G deviennent des carres, cette somme de produits se reduit au produit 
des determinants DE, FG: ce qui est la regle el&mentaire de multiplieation 
des determinants. 

Voilä le point extr&me jusqu’auquel javais pr&c@demment avance la 
theorie des determinants composes — ce. A. d. jusqw’au cas dans lequel une 
ligne double non-distribuee s’attache comme une espece de eaput- mortuum 
aux lignes doubles puisces dans les combinaisons des ombres superieures 
avec des ombres inferieures d’une seule ligne double: mais en y re£- 
flechissant je me suis senti dans la necessit€ morale d’etendre la theorie 
d’abord au cas ol toutes les deux lignes doubles sont distribudes et 
puis au cas le plus general ot Fon puise dans un nombre queleonque 
de lignes doubles les combinaisons des ombres sup£rieures et inferieures 
(ehaque combinaison d’un ordre donne) et je vais donner expression 
generale des determinants ainsi composes en termes des determinants simples 
qui correspondent aux lignes doubles prises separ&ment ou combindes 


d’une maniere queleonque entr’elles.. Soient A, B, C,...L,M,... Zum 
nombre quelconque © de lignes doubles; soient a, b, ec, ... I, m, ... 2 


leurs indices d’etendue: ainsi par exemple A representera une ligne double 
de la forme 
0... 0, 
Pfr: Pu 
Uonstruisons le determinant compose 
"APB?C...*Z 
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a, P,Y, ... & etant les indices de distribution de A, B, (C, ... Z, e. A. d. 
que l’on a un determinant dont les el&ments sont des determinants representeds 
par des lignes doubles dans chacune desquelles la ligne superieure est 
forme&e par la juxtaposition de « des ombres superieures de A, $ des ombres 
superieures de B, ... © des ombres superieures de Z et de mö&me la ligne 
inferieure par la juxtaposition des lignes inferieures correspondantes: par 
exemple *A’B’C signifiera un determinant compose de la forme 


ZPı Pr Pa» X 9192-4 KEN, REPiP2 Pas X ZQ1Q2 + ge X Zr er), 


Or je dis que le determinant *AFB’C..."Z sera un produit des puissances 
de A, deBb, .... deZ, de Ab, AC, BC, ... AZ, BZ, CZ et en general des 
lignes doubles en nombre 2’ qu’on peut former par la juxtaposition de 
toutes les manieres possibles d’un nombre quelconque des A, B, ... Z. 
Pour obtenir les exposants de ces puissances voiei la regle. Servons- 
nous en general de la notation (2,4) pour representer le nombre du binöme 


Id—1)...(d—A-H1) 
1.2.0 





‚„ et posons 
(a—1, c) (b—-1, P) Ba (2—1, C) =., 
l’exposant de la puissance de AB...L sera 


(a1, —1)(d—1, B—1)...d,21) _ 
(a—1, a)(b—1, 9)... d—1, 2) u 


Comme verification numerique je remarquerai que l’on a 





(a—-1I,a) _ a-a 
(a—l,a1) 








Or en regardant une puissance P* comme repetition »-tuple de P, on verra 
facilement que dans le produit de puissances donne ci-dessus le nombre 
de fois que les combinaisons «mes des ombres de A et les combinaisons 
pmes des ombres de B etc. se trouvent r&petees, sera le produit de toutes les 
quantites de la forme 


—1, 





resultat qui s’accorde bien avee la remarque que l’ordre du determinant 
compose dont il est question est evidemment egal au produit (a,«)(b,P)...(2,{). 

Je conelurai en appliquant & un exemple le theoreme Enonce ci- 
dessus. Considerons le determinant compose "A,„’B,'C, ou m, 2, 1 sont les 
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indices de distribution et m, 3, 3 les indiees d’etendue de A, B, ©. On 
forme les trois couples de nombres binömes eonsceutifs *) 


1. © 
=: 3 
A: 


alors en remarquant que 
1.1.2=2, 
2.0.2=0, 
1.0.10, 
on en deduit la eonsdquence que 
"A, B,'C;, = A’.(Ab)*(AC)( ABC)”. 


ID 

ID 

| 
m.» 


er 


a 
wm 
om 
| 
— 


Soient 
u A, ...Aı B-°: b,b, _e, C,C, 
0... ET A ) 
u de m Mila Y, Y: 7; 
on aura le determinant eompose du 9° ordre dont la premiere ligne est 


dy .. GA h b, Ch» qı lm dı by Ca, di a b, h, (3, da, Am dı bz Cı> a, Am h, hz Ca, At 


m’) m” 3, 0 


Ist . 
Imdı 403 a. b,b A 


a ba 53 Cy, iR on. { 


r 
1 3 0; Ami da Im 


a. Pıßafı Ara Brßayı, Br, Arßıyı, Ara Prherı, rn Arßayı, Art hrßıyı RETTEN Gm Bıßafı, Are, Bıßıy 
et dont on forme les autres lignes en remplacant a,...«@,P,P2yı Successive- 
ment par 
&1...0,BıPrY3; I... DıPaYfı, I... Omlalafı, 
tn lalaYa, Orr Am ßaya, (1... AnPaßaYr; 
Cem ßaYs, rer mals Ya. 
La valeur de ce determinant est donnee par le produit: 

( G,0,...Om ) ( a, @,...Q,b,b,b, ) ( a,4,...AnC, C,C, )( 4,0, ...4,b,b,b,c,c,c, ) 
@%,... @,%,...m 9, P,Pß,; 0, AmYıYalz? NR met; 
Le theoreme general Enonee ei-dessus contient le r&sultat le plus general 
sur l’evaluation des determinants composes du deuxieme rang e. A. d. des 
determinants dont les El&ments sont des determinants simples. On pourrait 
etendre ces recherches aux determinants du 3”® rang e. A. d. dont les &l&ments 
sont des determinants du 2me rang, et m&@me aux determinants composds 

dun rang quelconque. 

J’introduirai une l&egere modification dans l’Enonce du theor&me g£- 
neral. On peut toujours supposer quwaux ö arguments distribuds designes 
par A, B,... Z soit associe un ö+1”® argument non distribue 2, bien 
entendu que dans un cas donne ce dernier peut disparaitre. On n’a pas 


*) On remarquera que 1,2 sont les coeffieients de t", t' dans (I-+1)’=', 2,1 de 
"dans (I+Ü)-t et 1, O de -', im dans (I-+- Hm", 
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besoin de supposer leexistence de plus d’un seul argument non distribug, 
parce que, sl y en avait plusieurs, on pourrait toujours les r&unir en un seul. 
Soient a, b, ... z les indices d’etendue et «, ß, ... & les indices 
de distribution des arguments A, B, ... Z, et designons comme ei-dessus 
par (a,ca) le nombre binöme 
a.a—1..a—a+1 
1.2... { 





(a,a) = 


par @© le produit 
u = (a—1, a)(b—1, P)...(2—1, C) 
et par a’, b’, ... z' les quotients 


a 
’ r La 


= ... 3 = 


d—& b—Pß ? 


Cela pose, le theor&me general pour l’evaluation des determinants 
composes prendra la forme: 


(Q-A B,...‘’Z,) = P® 
P designant le produit des 2° facteurs 


(82) 
(RA) (RB)... (RZ) 
(R AB)” (RACY“ ..(QBOY“ ... 


(QAB...Zy”-, 


Quand 42 disparait il faut remplacer (42) par l'unite. 
Cette formule s’eerit plus aisement sous la forme logarithmique 
suivante 


1 = & 
a log(2°A,FB,..*Z,) = log. Y+z_—, log (2A) + we log(2 AB)+--- 
a I} 


Is | we log(RAB...Z), 


oo 


les sommations s’etendant & tous les expressions semblables. 

Il est bon de remarquer que la valeur du determinant simple re- 
presente par la juxtaposition d’un nombre quelconque d’arguments A, B,... 
ne depend, ni pour sa valeur, ni pour son signe algehrique, de l’ordre de 
la juxtaposition, car on a (AB) = (BA) et de m&me pour un nombre quel- 
conque d’arguments. 
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Pour donner une idee nette du theo- 


reme general, faisons disparaitre 2 et —————— gg 
eonsiderons le cas de trois arguments 
A, B, C aux indices d’etendue a, b, ce 
et aux indices de distribution «, P, y. 
Dans la figure les carres A, B, C corre- 
spondent aux determinants (A), (B), (CO): 
AMBM', AN'CN, BPCP' aux determinants M' B P 
AB), (AC), (BC); enfin le carr& complet 7” er 
au determinant (ABC). 

Les @l&ments du determinant compose 


A M N’ 


-A,®B,'C, sont des determinants simples re RE FREE 
de lordre @+ß-+y, formes avec 


3 


a’, aß, ay, Ba, , | 


7: 7% YB; Y 
elements puises respeetivement dans 
EEE EBK PFC 
Les elements des determinants simples se trouvent aux intersections de 
@ lignes qui passent par A, M, N‘, 
ren N 
y4 . “ . . N, Fr C, 


avec 
© colonnes qui passentpar A, IM, N, 
B m a 
Y " or “ u 
Posons 
«=a-a P=b-P, ... O=3-L 


et nommons determinants complementaires du determinant (2°A,B,...*Z.) 
tous ceux dans lesquels un nombre queleonque dindiees de distribution 


@,P,... © sont remplacees par leurs indices complementaires «', P',... €. 
Cela pose il existe une relation tres-simple qui lie ensemble les 2’ deter- 
minants eomplementaires. En effet en ajoutant les expressions que fournit 
le theoreme general pour le logarithme de chacun de ces 2’ determinants 
eomposes on trouve par un calcul facile que la somme de ces logarithmes 
est egale A 
IIa.IIb...II: 

Ile. I1e'.118.I1P...112. 112 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 1. te 


log(2)+Flog(LA)+Flog(2AB)+-+log(QAB..Z)). 
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La quantite, qui se trouve en parenthese, &tant independante de a Je 
&, B, ... C, on est arive A ce resultat remarquable: de quelque maniere u des 
que l’on fasse la partition en deux nombres ga 











wo EEE ag 
des nombres donnes a, b, ... z, la somme des logarithmes des 2’ determi- I de 
nants mutuellement län sera toujours, A un facteur numerique | ei 
pres, la m&me. m 

En faisant disparaitre dans le theoreme general Yargument non- | Le 
distribue 42, on revient & la forme premiere dans laquelle le r£&sultat a I de 
ete enonee, e. A. d. A V’equation | « 

log(“A,#B,.. u @ « 8 

= —— log(A) +3 —— -———; log(AB) kati 
(a1, 0)(b—1, 9)...@-1,8 rem, Anl Ei Sruserde wor 4, 26 JE ud | tat 
Pr 3 ; eo| 
> u —— log(AB...Z). or 
u —L tiv 
=. ae s e . . aut 
L’indiee de distribution « pouvant prendre toutes les valeurs depuis 0 jusqu’ä 

. 3 . ° a} ” . 3 et 

a, eonsiderons le cas partieulier de @=a. En multipliant par (a—1. «), 
BR . : for 
nombre qui s’evanouit pour «=a et en posaut @=a, de tous les termes 
ci .r . . . eo] 
de la seconde partie de l’Equation tous ceux qui ne contiennent pas la lettre 
DW; . . . dla 
A s’@vanouissent et il vient 
pei 
log(“A.”B, ...°Z.) 3 3 Bi: 
a — = log(A)+ = — ?_1og(AB +2’ —- - log‘ AB...Z) 
6-1,9...@-1,9) EEE WIR TREE e\ L 
otı les sommations 2° se rapportent seulement aux arguments D...Z A Co 
l’exelusion de A. 

Mais dans le cas general dans lequel la valeur de @ est queleonque 
la seconde partie de l’@quation qui donne la valeur de log(*A,B,...*Z.) - 
peut 6tre presentee sous la forme 

5 log) +2" log‘ ee Ä 
Pr. a6 5 
„log o(B)+z' ? .—-Jog(BO)+--- +2 x A VB: SION. N „log BC...Z) 
b— b—ß 0c—y oO b—P# c—Y 3—[ F 
Be A ‘ 
a, log(Au@B,...2.) , _log(#B, 70...) \ 
a—e (b—1,9)..@-1,9 (0-1,9).. u Ö ; 
D: 


- . & . . 
Done puisque ——, (a-1,a)=(a—1, e—1), on est conduit A la relation 


(9) log(“A,PB,..>2.) = (a-1, e)log(®B,...Z.)+a—1, a-1)log(“A,PB,...:Z.). 
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Je me bornerai au cas particulier de cette formule dans lequel le nombre 
des arguments ne s’eleve qua deux, et je passerai A une formule plus 
oenerale qui forme une extension de l’&equation (9) relative au cas de deux 
arguments. Concevons un carre compose eontenant b’ carres simples ehacun 
de z° elements. Rangeant ces 5b’ carres simples en 5 lienes et b colonnes 
et choisissant $ de ces b lignes et 5 de ces b colonnes on est conduit A 
un determinant compose de llordre (b, P) et que je designerai par “"B, 
Les elements de ce determinant sont eux-m&mes des determinants composds 
de Vordre # dont chaque element est un determinant simple eomprenan! 
z' elements. 

Ayant defini le sens de *”B,.,, passons & linterpretation de la no- 
tation A, "Bar. 


eolonnes, divise en deux carres A et B,, de a’ et de z’b’ termes respec- 


Concevons un carre de a+zb lienes et d’autant de 
tivement, et en deux rectangles de a.zb termes. Choisissons « lignes ei 
autant de colonnes qui passent par A, choisissons % groupes de z lignes 


et autant de groupes de z colonnes qui passent par B,. Les determinants 
form&s des (@+xb)’ termes choisis formeront les elements d’un determinant 
composc, de Vordre (a, «)(b, ?) par rapport & ses Elements eomposes, et 
gue je designerai par “A,””B,,. Pour les determinants ainsi definis on 


peut @enoncer le theoreme suivant 


(n)  log(“A,”"B,, = (a—1, e)log (A, “""B,,)+(a—1, e-1)log(*"B 


zen). 


Considerons l’exemple de 


=: bei. 2=2 un 1 Bel, 


qui se rapporte aux determinants mineurs de la matrice 


pg IT mm 
m ı „ rm 2 ı 
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et la relation qui existe entre eux se reduit A 


Du theoreme (n.) relatif A deux arguments dont lun est 


A= d.D. 


I UT m m 
"’ I” | m’ m” 
d == — 
ee Es 
A Mb | u u | 
zr z | u" ur | 
er. AR A. p gi 
123 l ' A ’ l 
pgars\ıp gi 
| p" q" l ! | p" g' m 
| p” g" !' gr | p" q" m" 
Pe m p gi 
! ! ' ’ ' | 3 ' f' 
A a De 
IV ir :% ' IV IV 
pr gg uA p q wu 
v Von m V V " 
Ad PIYVHM 
r 8 | g rs pt au 
„ ’ | „ ' » 
Be; 4 IT pmm 
IL f’ f’ | g" f’ y’ | p" m’ m’ 
! ' ’ ' ’ ’ | 4 4 ' 
rs ıq rs pt au 
2 / ! | 2 / l | p" m m 
ZH l' er g" I’ Er p" m ı 
pr 8 gqars pt au 
IV Yu IV vu IV 
p h „hp u wu 
V " „m | V ." m V „ m 
pıuh 4 g Ah A p u wu 
' P ! ' „! ' ; ’ f ’ 
pr s$ gr 8 p u 
u ' i7 3 u IV 
p Ad a u | p u wu 
p‘ z' zr g“ 2" „" p‘ w" u’ 


a 

’ 
u 

’ 
m 

m 
m 

’ 

u 

’ 
u | 

4 
| 

m | 
u 
'q tt u 
| " ' 

qg m m 
| g" m’ m” 
'q f' u 
| [1 N 

q mm 
m..." IT 
| m m 
gt u 
Iq’u w 
| q 
gu uw 

V u” u 


complexe *) on 


#*) Je me sers iei du mot complexe dans un autre sens que dans celui qui est 


generalement en usage dans l’analyse. 
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pourrait faire Vextension & un nombre queleonque d’arguments complexes, 


mais sans m’y arr&ter je vais au contraire passer a un cas particulier du 
theor&me (n.) et que je nommerai le theoreme du gnomon *). Faisons coin- 
eider respeetivement dans l’exemple donne ei-dessus les huit quantites 


: ! ’ » Zj m nr 
Tr, 5, r b/ 5 9 p 9 q P/ p >) q 
avet 
{ ' IV IV V V 
b) 


eier 8 
Dans ce cas chaque carre dont le determinant forme un element de d doit 


u, u, 


etre enveloppe par le gnomon non distribue 


p q r 8 


\y a: 
(@.) is 

j? q 

f g" 


pour passer des @l&ments de d aux &l&ments de D. 
De m&me pour obtenir les &el&ments de 7 deduisons du gnomon (@. 
les gnomons partiels 
oO 


p rs A 
cu „ 
p q 
m ı 
pP q 
' ! ' ' ' N 
p rs ME 
" 2 
p ‚9 
ı ı 
pP ! q 


et enveloppons successivement ehaque &l&ement de d par ces quatre gnomons 
partiels, ce proc&de que l’on peut nommer enveloppement distributif nous 
eonduit aux elements de 4. 

Les m&mes lois de formation existent pour un gnomon d’ordre quel- 
eonque que je designerai par ““@,, et que l'on eombinera avee un carre 
de l’ordre b de carres de llordre z. 

En denotant pour plus de brievete par B, le carr& de b’ carres de 
x° el&ments on a done l’&quation 

log (“*@,.B,) = (a—1l,a)log(B,)+(a—1l,@e-1 log("*@,,B,), 


resultat que Von peut @enoncer de la maniere suivante. Etant donnd un 


*) yyWuw»v (Equerre) voyez le premier livre des @löments d’Euelide. 
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carre de carres simples et un gnomon ayant ses deux branches rectangu- 


laires de longueur &gale au cötd des carr&s simples: le determinant com- 
pose du second rang dont les el&ments sont les determinants des carres 
simples donnes enveloppes par un carre de gnomons partiels derives du 
snomon donne sera egal au produit de puissances entieres de deux deter- 
minants composes. Les @l&ments de ces determinants sont les determinants 
des carres simples donnes et les determinants de ces carr&es simples enve- 
loppes par le gnomon donne. 

Les exposants des puissances qui entrent dans la formule en question 
ne dependent que de Vindiee a d’etendue et de lindice « de distribution de 
la partie carree du gnomon. 

Le theoreme du gnomon contient comme cas particulier V’&quation (9.). 
Pour s’en eonvaincre on n’a qua former le carr& compose qui correspond A 
"B,...Z,, earme qui porte la notation (b, P)(e,y)...(z,{) et qui comprend 


A| 


des carres simples de Vordre +y+--+{T.  ÜCes deux nombres devront 


remplacer les nombres b etz que Von a consideres dans l’etude du gnomon. 
En appliquant A ce carr& compose un gnomon dont V’etendue des branches 


’ 14 
4 s 


est egale A ß+y++--+L et l’etendue de la partie carre egale A (b, P) (e,Y)... (2, 


u 


on retrouve lV’equation (9.). 
En designant par P? le symbole 
PB,!C....'Z, 
l’&quation (9.) prend la forme 
log(A,P) = (a—1l, «) log (P) + (a—1,a—1)log(’A,P). 
On peut @noncer le r&sultat plus general qu’entre les trois expressions 
log “AD, log=A,D, log“A,D 


il v a toujours une relation lineaire & coefficients independants de b,P, 
En effet soit 


a 


C. Y> ...% .. > 


la relation dont il s’agit siexprime par l’equation 


3 
E IIo,. Io; (0, — a a)log "AP = Q, 
| 


3 
le signe $ exprimant la somme que l’on obtient en ajoutant au terme £erit 
ü l 


les deux autres qui en derivent par une permutation eyelique des trois indices 
1. 2, 3. Cette equation ne change pas quand on Echange o,, &,, a, avec 
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ei, %, 0%, de plus elle peut &tre presentee dans cette forme plus simple 
Z’/Ic, To, (a —o)oe" AP = 0. 


Designant par 7 le symbole 


Y0,...'2, 
on trouvera aisement la relation 
log“A,"’B, = (a—1,e)(b—1, P)log P+(a—1, a—1)(b—1, P)log AP 
+(a—1, oe) (b—1, P-1)log BPF-+(a—1, e—1)(b—-1,P—1)log ABP 
dans laquelle A, B sont €erits au lieu de A,’B,.. On peut @noneer le 
resultat plus general qu'entre einque expressions de la forme 
log” A," B,$ r=1,2,3,4,5 
il existe une relation lineaire. En effet, soit 
o+o,=a, P,+P,=b, 
la relation dont il s’agit prend la forme 
Z IIo, Te}, 113, IT, D,.,.1og“A,"B,P = 0. 


Dans cette &quation D,,,, designe le determinant 


J M] ’) m 
) a ' Ma || 
A393 O3; Oz3j9;3 Ozjd3 


+) + ' mM 
Gl Al Gh ße 


En divisant par a’b’ il prend la forme plus simple 


) 2 
« 
Re 
) m) 
1 O3 [3 03/93 
.) “ 


Ce resultat peut &tre aisement etendu A un nombre queleonque d’arguments. 
En effet designons par © le symbole 
Ed u 
et soit 
j=:2: 
cela pose il y aura toujours entre les j+1 expressions 


log "AD" AD, "AO J q=1,2,...j+1) 
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une relation lineaire exprimede par l’&quation 
Ta, ,;;, IIe, ;; Io, ;,., IT, ;.ı.../Te, ,;ı 
XD. ‚log it 4m sr 40, sr 40 


He, ;;ı 


=) 


dans laquelle 
at = 
et ol D,,,., designe le determinant dialytique forme par les d&veloppements 
des expressions: 
(1+0,,%,) (14, %.)...(l1+0,,%;) 
(1+a.2)(1+%,%)...(1+0,,%;) 


(l+a,, X) (1+ 02; %;)...(1+ &;; C;) 
dans lesquelles les j produits differents des variables sont consideres comme 
j variables ind&ependantes. 

Remarquons encore que lorsque ©=2 ou >2 on aura me@me une 
relation entre j= 2' logarithmes, pourvu qu’entre les nombres «,, une con- 
dition se trouve remplie. 

Pour i=2 p.e Si &, Pi, %, Pr, 0, Pa, 4, P, sont les coor- 
donndes de quatre points d’une hyperbole dans un systeme de coordonndes 
paralleles aux asymptotes on aura l’&quation 


U«a PA 1 
ua Ah ı a 
Es Eime 
U «, pP, 1 


U 
f 
J 


r 


designant llexpression 
U, = Ta, II(a— a,) IB, IIb—B,)log” A," B, 
Des valeurs partieulieres des «,, P, qui satisfont a la condition indiquee 
sont p. e. les suivantes 
oa =1+4, n=p+h, S=g+h, y=pg+4h, 
P=pgtu, A=-gtu, A=ptu, A=l+u; 


pour ces valeurs la relation lineaire entre U,, U,, U;,, U, se reduit a la forme 


Up og 1 
ae a 0 
GG 1 po 1 

U p1 1 
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que Yon obtient par la remarque que les coefficients des U ne changent 
point lorsqu’on fait coineider avec le centre de Y’hyperbole Yorigine des 
eoordonnees. De plus en divisant par le facteur eommun (1—-p)(1—gq) 
l’quation devient 


r 


(pg—1) (U,-U,) = (g—p)(U,-U,,), 


ee qui fait voir que deux determinants (”"A,”B,P) @lev@es chacun A une 
puissance entiere et multiplies ensemble donnent un produit egal A une 
expression semblable relative aux deux autres determinants de la m&me forme. 

Le cas de i=1 fait exception. Dans ce cas une relation lindaire 


entre moins de trois expressions differentes est impossible. 


Sans sortir de la sphere des determinants composes du 2me rang il 
reste a faire une grande generalisation de la theorie preecdente, 

Jusqwiei on n’a considere que des matrices A forme carrde ou ee 
qui est Ja m&me chose, on ne s’est servi que darguments A un seul indiee 
d’etendue et A un seul indiee de distribution. — Mais il y a une theorie A 
eonstruire relative aux arguments ayant chacun deux indiees distinets et 
d’etendue et de distribution. Pour le moment je me borne au cas compara- 
tivrement simple dans lequel il n’y a quun seul indiee de distribution tandis 
que chaque argument a deux indiees distinets d’etendue et se rapporte par 
eonsequent A une matrice de forme reetangulaire. Comme il n’y a qwun 
seul indice de distribution, les matrices que l'on forme au moyen des ma- 
trices reetangulaires donnees seront des matrieces earrees representant des 
determinants comme dans le cas traite jusqwä present. 

Il sera utile de se servir de lexpression ‚determinant virtuel’ ou 
‚valeur virtuelle d’une matrice reetangulaire‘. Cette denomination ne definit 
point une quantite que V’on peut direetement mettre en evidence mais plutöt 
une valeur de nature ombrale ou ideale: eependant, comme je vais faire 
voir, on pourra etablir des rapports actuels entre ces valeurs ideales. 

Soient D et D deux matrices reetangulaires qui eontiennent en dernier 
lieu les m@mes edl&ments simples (rdcels ou ombrals). Aeccentuons les £le- 
ments primitifs et designons par DO, D’ ce que deviennent alors D, D. 

Multiplions ensemble D et OD’, D et D’ suivant la regle ordinaire 
pour la multiplication des matrices, appliquee dans la direetion de leur plus 
grande etendue, et comparons les valeurs des determinants (D.D), (D.DN). 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 1. I 








Sylvester, determinants compose£s. 


Supposons que ces determinants remplissent identigquement l’&quation 
D.DY = (D.D'y 
comprenant comme cas partieulier l’&quation 
(Di = (D’Y, 
dans ce cas j’eerirai l’&quation ideale 
DO = D. 

Avee cette notion des valeurs virtuelles on peut donner avee un 
trait de plume une grande extension au theoreme gendral dtabli dans le 
memoire preeedent. 

En effet, eonsiderons 2, A, B, C, ... Z comme des matrieces non 
plus carrees mais rectangulaires avee cette convention que A, represente 
une matrice aux indiees d’etendne a et a’ et que a’ ne soit pas moindre que 
a. Alors “A, representera une matriee dont les deux indices d’etendue sont 
(a, @), (a, a) respeetivement. 

Ein definissant de cette maniere le sens des notations 2, °A,,’B,,... 
je dis que la valeur fournie par le theoreme general pour 

log2eA,FB, ...°Z. 
ne subit point de changement, quand on remplace les determinants rcels par 
les determinants virtuels dans le cas ou les matrices carrees se changent en 
matrices recltangulaires et que lon n’a pas besoin de tenir compte de 
l’exces de a’ sur a, de 5b’ sur b etc. 

Pour donner un exemple bien simple des determinants virtuels j’e- 
noncerai l'extension que l'on peut donner & l’&quation &el&mentaire qui dit 
que le determinant actuel 

ab’—ab ac-—ac be—be 
G= ab"-a'b ac'-a'c be'—b"e, 
ab"—a' dcd'—a'‘ Ve'—b"c 
est egal au carre du determinant actuel 
YvmE Tr 
C=-lda eb € 
ee 
Cette extension eonsiste A dire que le determinant virtuel de 

ab'—ab ac-ac ad-ad bed-be bd—-bd cd—cd| 

D = |ab"—-a”b ac'—a'c ad’—a'd be'—b"c bd’-b"d cd"—c"d 


ab"—a'b) adc'—a’c! ad’—-ad be'—b'd ba'—b'd Cd"—d"d 
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est egal au carre du determinant virtuel de 
eb ed 
D=)# EEE d 
ee En En 
En effet designons par D,, D, ce que deviennent les matriees D, D 
lorsqu’on y remplace les a, b, ec, d par des «, f, y, 0; alors les determi- 
nants actuels (D.D,) et (D.D,) sont lies par V’equation 
D.D) = (D.D,) 
d’ot Yon est en droit de tirer Ja eonsequenee Enonede ei-dessus relativement 
aux determinants virtuels. 
Comme second exemple je eonsidere la ligne-eouple 


[ 0, 0,...And,d...-Dm | 
Be, e 


qui represente une matrice de longueur double de sa largeur. Formons le 
determinant compose 
[((Za,a....a,,) X (Zb,b....b,,)] x (a,0....«,, 


\ 


vu 
ij = m. 


D’apres un theoreme bien eonnu ee determinant est egal A 


en ( 1.) Eee \‘ i—1,j) 


WB 0... 


Or eonsiderons la ligne couple 


In G,...,b,b,...b, | 
Br 


et supposons que m ne surpasse niv ni 7, soit de plus comme auparavant 
ij = m, 
cela pose je dis qu’on aura toujours l’equation 
(Zu,a....a,,) X (Zb,b,...b,,)]x (0, 0....0,, 
N Veriukäiie \‘ 1,3) 


& 0,...% ne 


0 0,...m? 

Dans cette &@quation et relativement ä chacune des trois matrices 

qwelle eontient il faut substituer lorsqu'il est necessaire la valeur virtuelle 

du determinant au determinant m&me, lorsque la matrice est rectangulaire 
au lieu d’etre carree. 


Baltimore, janvier 1879. 






























einige Eigenschaften der Flächen mit con- I a 
stantem Krümmungsmaass. | 


(Von Herrn J. N. Hazzidakis aus Athen.) 


dar 
1. Di. von den asymptotischen Linien gebildeten Vierecke haben DR 
gleich lange „egenüberliegende Seiten und ihr Inhalt ist dem Ueberschuss | | 
der Summe der vier Winkel über 360° proportional. Es giebt unendlich jo Dit 
viele Systeme von Linien, welche dieselbe Eigenschaft haben. | zwi 
2. Die Integration der partiellen Differentialgleichung der genannten Bu 
Flächen lässt sich auf die Integration der Differentialeleichung a — sind 
zurückführen, wo #= const., oe = const. die asymptotischen Linien und 4 
den Winkel derselben bedeuten. Hat man den Werth von A, so ist noch B 
eine gewöhnliche Difterentialgleichung zweiter Ordnung zu integriren, um 
alle Flächen mit eonstantem Krümmungsmaasse zu erhalten. we) 
3. Sind die Coordinaten (zyz) einer solehen Fläche dureh die we 
geodätischen Variabeln a, » ausgedrückt, (das allgemeine Integral der geo- jed 
dätischen Linien ist von der Form e =Cu+(') und die von Gauss mit sie] 
D, D', D" bezeichneten Determinanten gebildet, so definiren die Gleichungen die 
de’ = (1+w+v')|Ddu+D'do, dy = (1-+w+ov')\D’du+D"de), 
dz’ = (1+w-+ 0°) \(Du+ D’v)du+(D’u+ D"ov)de)! vo 
ebenfalls eine Fläche von eonstantem Krümmungsmaasse. ı als 
| 0: 
I. ı 
Denkt man sich die Coordinaten xyz einer Fläche dureh zwei Variabeln dE 
u, v ausgedrückt, so kann man die zweiten Ableitungen der zyz in der be- ; oo 
kannten, von Gauss eingeführten Bezeichnung folgendermassen ausdrücken I sta 
ash . = alm G—n F)+a(n E-m FA+AD, er 
n a ® 
1.) \(EG-F)Z- = a(m' G—n' F)+a'(n E-m' F)+AD'=(EG-F), WM se 
(EG-—-F°) 3 — a(m”’ @—n” F)+a'(n" E-m"F)+AD", ; 
ö ; 


Dieselben Gleichungen gelten auch für b, b’, B und für e, ce‘, €. E 4 
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Ich setze nun zur Abkürzung 
EG—-F' =N, 
ferner 
mG—nF=N.e, m"G—n"F=N.e, m"G—n"F=N.e”, 
nE—-mF=N.g, W"E-m'F=N.g, n’E—-m"F=N.g", 
D=N., D'=N.d, D"=N.o", 


dann nehmen die Gleichungen {1.) folgende Gestalt an 


2 


ca oa’ | | »  0@ 
— —=ge+a'g+Ad, — = —— = ae+tag+Ad, — 
ou o® ou r oo 


oa 


| 


—y e+ag +AI". 


DD 


Differentürt man nun die Gleichungen (2.) noch einmal und vergleicht die 


no 


. .. od ’ . . 
zwei Ausdrücke von <———- u. 8. w.. so bekommt man foleende drei von ein- 
ocuot . 


ander unabhängige Gleichungen (vorausgesetzt dass FO ist 


oe oe 5 Saba i gr in 
\ 5 — ww + ge" — g sr K IF — NV). Wo K = Hy) je ) 2 
/ 3 \ / j 5 5; n ui 
Tut ; oo 00’ i j o0' ( ö' \f RW „ 
a +90" —2g'0'+g"d —() und - el" +2E EN, 


ov ou ov on 
welche man als die Fundamentalgleichungen der Flächen bezeichnen kann. 


weil sie die einzigen sind, welchen die Ausdrücke E, F, @, D, D', D" 


jeder Fläche genügen müssen. >Sind diese Ausdrücke bestimmt, so lassen 


= 
sich die a, b, ec, «, b’, e' aus den Gleichungen (2.) finden, folglich auch 
die x, y, 2. 

Wenden wir nun diese Fundämentalgleichungen (3.) auf die Flächen 
von eonstanter Krümmung an und nehmen die Linien « = const., © = const. 
als die asymptotischen Linien der Fläche, so ist d=0d"=0, folglich 
ö’ = Y—K = eonst., und die zwei letzten Gleichungen geben nun g’= (0 und 
e=(0 oder, mit Berücksichtigung ihrer Werthe, #! =0 und !"=V0, d. i.. 


” nn 


oE 0G 
— —=( und - 
od 5; 


statt x eine Funetion von x setzen kann. so wird. wenn man da = YEdu 


—(), mithin ist E eine Funetion von # allein. und da man 


setzt, E'=1, so dass man immer annehmen kann E=1 (wenn nicht etwa 
E=( ist). Ebenfalls kann man setzen @ = 1 und, wenn man noch F = eos/ 
setzt, so giebt die erste der Gleichungen (3.) 
o’A WTH- : 
(4.) —- =x'sind, x =—ÄE; 
ouUcu 


, ist der Winkel, welchen die zwei asymptotischen Linien im Punkte (w, ® 
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einschliessen. Ist nun ABCD ein Viereck, dessen Seiten AB, BC, CD, DA 
den Werthen 
(U %...d,09=d)(U=U,0=9...dı) (WU ...%, 9 =0,)(U=U,0=0,...00) 
entsprechen, so ist 
AB = / "du = U — U: 


[27 


ebenfalls ist 


DE = ("au — U —U,. 


folglich AB=CD und BC = AD. Es ist ferner 
Inhalt (ABCD) — /sinidude 


erstreckt über 
U, <ZU<— U. 
u or < Ü|, 
tolglich ist, wegen der Gleichung (4.), 
TR oe. i 
z (ABCD) = nö Qudo — Ay Au hut Ans 
; « OUODU 


oder, wenn man mit A, B, C, D die Winkel desselben Vierecks bezeichnet. 
z(ABCD) = A+b+C+D-— 560". 

Zu bemerken ist, dass diese Eigenschaft eine Folge der ersten ist, denn, 

wenn E=1, @=1 ist, wenn man also die entgegengesetzten Seiten des 

Vierecks als gleich lang annimmt, so folgt aus der ersten Gleichung (3.) 

unmittelbar die Gleichung (4.) und mit ihr der Satz vom Inhalte. 

Dass es auf den betrachteten Flächen unendlich viele Schaaren von 
(urven giebt, welche die oben gezeigten Eigenschaften haben, sieht man 
leicht, wenn man beachtet, dass bei Biegung der Fläche die asymptotischen 
Linien aufhören asypmtotisch zu sein, ohne jene Eigenschaften zu verlieren. 

Anmerkung. Die Voraussetzung E=0 führt zu der von Serret 
im Zioueilleschen Journal (tome XX) gegebenen Lösung, welche dadureh 
eharakterisirt ist, dass eine Reihe der asymptotischen Linien mit den Null- 


linien (lignes de longueur nulle) zusammenfällt. Die von Minding in diesem 
Journal gerebene, durch Bewegung einer Schraubenlinie erzeugte Lösung 


oO oO 


entspricht der Lösung der Gleichung (4.), welche die Form = g(u+e) 





hat. Dieselbe Gleichung (4.) hat eine Lösung von der Form = g(ue): 
aber die Bestimmung der Funetion 9 hängt von einer Differentialgleichung 


zweiter Ordnung ab. 
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Ich bemerke noch, dass die Gleichung (4.) durch das Svstem 
op s oWw 
; > =#sinw, —— = z8ing 
\ ou ov 
ersetzt werden kann, wo A=w-+g Ist. 

Ist die partielle Differentialgleichung (4.) integrirt, so geben die 
Gleichungen (1.) für die Ableitungen der abe, «db’ce, ABC folgende 
Werthe, wenn noch gesetzt wird A=a’”sini, B=b"sini, C= c”sinA, wo 
a’, b’, ce” die Riehtungseosinus der Normale auf der Fläche sind. 

._. 0a oh h ca oa’ a 
sINA — =- (ACOSA—A). =7a SıNnA, 
\ ou OU co OU 
& Be  ; ER .; BET; 
(2.) ‚ S11 4 = (U COSA—A) SNA— = Z(AC0OSA—A). 
oo” oO» Ou 
| Be 
sın 4 zia ecosA—da). 
cd 
Die 5b, b’, b’ genügen denselben Gleichungen, sowie auch die e, ec’, ec” 
Kliminirt man aus diesen Gleichungen die «a, «, so findet man für 
a" folgende Gleichungen 
i oa" , 0 ER oa” \ 
za + "7 (x l—a pe ‚=VU, 
OU ou ou 7 
O°’a oA a / / a’ 2 
(6.) za + 5; + Ve(1-a )—| ) iv 
ER m Ey 
und 
n . YA of \ . . / 1 OG \ P „ 
| 4, = alCc Ssın\ 7 ) rare sın\ A wo cosg=A,. 
Es genügt, die erste dieser Gleichungen, welche als gewöhnliche Differential- 
gleichung betrachtet werden kanh, zu integriren, denn die zweite geht aus 
ihr hervor, indem man x und o mit einander vertauscht, und der allgemeine 
Werth von 4 bleibt durch diese Vertauschung, der Form nach, derselbe. 
Aus den a”b"c" ergeben sich sofort die abe, a’b’e' und hieraus die 
zyz durch blosse Quadraturen. Durch die Substitution a’ = cosy geht 
= die erste der Gleichungen (6.) in die folgende über 
- _— i ) ( Lu o4 
S (d.) Y1—-g"eotgp— 4 = — 
a. Zu ou 
3 } I F 
' II. 
i Die Differentialgleiehung der geodätischen Linien einer beliebigen 
Fläche lässt sich in der Form schreiben 


is 


en 


gduw+ (2g’—e) du’ de + (g’—2e') dudv’— e" de’ = dud’v— do d’u, 
wog, g, g’, e, e, e’ die oben gegebenen Werthe haben. 
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Sind nun @= eonst., e= const. zwei Schaaren geodätischer Linien 





einer Fläche von eonstanter Krümmung, so ist bekanntlich jede geodätische 
Linie derselben Fläche in der Gleichung Cu+(’v+C”" = 0 enthalten, folglich 


velten für die geodätischen Variabein #, © folgende Relationen 






g — 0, 2g = e, Ie' = g", e" = (. 


Es ıst aber. wie man leieht sieht. immer 


, cIN N 7) oIN 
gqa+te= 4 _——., e+gy =1— . 
9 " I " ©» 


tolglich ist jetzt 


N) N 1 oIN 7) N oIN 1 oIN e' N oIN 7 0 
( — “ ( — a nn “ ( —; ‘ = € —; n “ / _— ] r “ e == . 
I I 6 ou Y 3 © 1 3 ou 6 OU 

Diese Werthe, in die Fundamentalgleiehungen (3.) eingesetzt, geben 


00 ‚olIN oö' „oIN oö’ „olN oo" „oIN u on a 
. 1) = — +10" — _ nn 1)" . mn - - 2 d' = E oa | = IN 
oOUV r OD ou 2 cu oV . oV ou : ou 
oder 
oA oJ oJ’ of" . 
—  ——., — ze und 414"—-4” = KN:, 
oV cu OU cu j 


wenn gesetzt wird 


A=N}.d, 4=M.d, 4"Y=NR.8". 


Der Werth von N in den geodätischen Coordinaten #, © ist bekanntlich 
1 


++? 


+2 
N — 
i — 


woe=--J, wenn K positiv, und = —1, wenn K negativ. Somit genügen die 
I, 8, 4” folgenden Gleichungen 


oA us 04 oA MN of" 1 ' 1" BR K 
or ou ’ or Ti | (e+u’+ 0°) 


Die zwei ersten zeigen, dass es eine Funetion von a und e geben muss, wofür 


Da) } no r > 

oO oO oO 
A 

ou ouor or 


folglich geniigt diese Funetion g der Gleiehung 


ag (Be y_ 


ou’ cv Sud / (wW+v’+e) 


und, wenn man statt a, ® schreibt aye, eye, so wird diese Gleichung 






0’ 0’y ( o’p . K 


N 2 a 9 ri nn peu 2 Pr . er 3 © 
ou’ ov’ ou 00 (w’+-0’+1) 








Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung, welche die betrachteten 
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. > Flächen definirt, wenn als unabhängige Variabeln die partiellen Ableitungen 
” " p, q genommen werden: wenn man also setzt 
h | ‘ R | 
ot ot i ot ot 
= =, #=-ytu— Ho 4 
ou ’ oV ou or 
so ist die Fläche (x y’ 3’) ebenfalls von eonstanter Krümmung. 
Nun ist aber 
op 0% 
de’ = ZF du+-TI_ de, 
ou ouUovuı 
folglich 
de = Adu-+ I de; 
ebenfalls ist 
dy = Idu-+ Ide, 
dz’' —= (IJu+ S'v) du+(Iu+ I v)de. 
k Will man die Gaussschen D, D’, D” einführen, so ist 
A=N:.d =N®.D =(1+W-+eo)D, 
en 2 ) ' 
d'=N’.ö‘ = N”.D = (1+wW+v’)D', 
4" = N:.d" = N®.D" = (1+W+0e°’)D". 
In der ersten Fläche (zyz) waren die Variabeln «, oe die geodätischen 
C'oordinaten, und die Gleichung C.u+0.oe+C"=0 stellte alle geodätischen 
Linien dar. In der zweiten (x’y'z') sind « und e die partiellen Ableitungen 
( A Oz’ N 4 . . .. ® u 
—, ‚ oder p', q, und dieselbe Gleiehung stellt die Berühruneslinien 
0x oy | 
lie der Fläche mit einem beliebigen Cylinder dar, oder die Schattenlinien der 
Fläche, wenn das Licht von unendlich grosser Entfernung kommt. 
jerlin, Juli 1878. 
für 
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addıtıion of the double 3-functions. 
(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 


On the 


| assume In general 

9 = a—9.b—0.c—N.d—0.e—d.f-9, 

and I consider the variables x, y, 2, w, p, q, eonneeted by the equations 
KR EIETTIEE 

u ui 

er e E 

Fe N, 

X, YY, YZ, YW, VP, VO 


equivalent to two independent equations, and whieh in fact serve to deter- 


LA 


mine p, q, Or say the symmetrical functions p+g and pg, in terms of x, y, 3, w. 
These equations, it is well known, eonstitute a partieular integral 
of the differential equations 
de u, do ip, dg 
en re ei + ce =WUV, 
YX Y) \Z yN YP Yo 


 ydy , zds  wdw , pdp , qdq 0 


yX ir 12 iww PP: 
or what is the same thing, regarding p, q as arbitrary constants, they con- 


xdr 


stitute the general integral of the ditferential equations 
dx dy dz , dw 


Be L. + od 
| u ;z | - . 
yX Y} yZ yN 
zde , ydy sdz  wdw ; 
+ + - + - = 7 ? 
yX ‚} \Z y» f 
[ attach the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6 to the variables x, y, z, w, p, q, | 
respeetively: and write 


A,» =Va—r.a—y; Ay,=Va—-za—-w; Ay,= Va-p.a—q; 


six equations) 








ABb.= ar Na—x.b—x.f—r.c—y.d—y.e-y—Va—y.b-y.f-y.c—ar.d—x.e—x|; etc. 





. 
. 


(ten equations) ; 
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: where it is to be borne in mind that AB is an abbreviation for ABF.CDE, 
% and so in other cases, the letter F belonging always to the expressed 
duad: there are thus in all the sixteen funetions A, B, C, D, E, F, AB, 
AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE, these being functions of x and 
y, of z and w, and of p and g, according as the suffix is 12, 34, or 56. 
It is t0 be shown that the 16 funetions A,,, AB, of p and g can 
be by means of the given equations expressed as proportional to rational 
and integral functions of the 16 funetions A). AB, Ay. AB,, of x anıl y. 
.. and of z and w respectively, and it is elear that in so expressing them we 
have in effeet the solution of the problem of the addition of the double 
9 -funetions. 
I use when convenient the abbreviated notations 
a-2=ı, a-y=R, etc. 
b-z=b,, etc. 
em I. = 2-4, Iu,=23-w, 09, =p-4; 
nn we have of course 
2 X = abedieif,, 
Ar = Tai. 
AB, = Ya,bt;e.d,.e, —Ya,b,t,e,d,e,.. ete. 
TR | 
Proceeding to the investigation, the equations between the variables are 
obviously those obtained by the elimination of the arbitrarv multipliers 
N- | a, P, y, 0, € from the six equations obtained from 
+ +y0+0 = E10, 
by writing therein for O the values x, y, 2, @, p, q Successively: we may 
eonsider the four equations 
on + Pe +yc+d = EVA, 
1; | + Py+yy+d = ey, 
0o2+ Ps + yza+d = elZ, 
ew’+ Pw+yw+d = eIW, 
as serving to determine the ratios @:9:y:0d:e in terms of x, y, z, w: and 
| we have then for the determination of p, q the remaining two equations 
te. 


op + Pp-+yp+Jd = eYP, 
eg +Pg+ygrI = VL, 
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which two equations may be replaced by the identity ; 
++ —EO = a d-2.I—y.d—23.4—-w.d—p. I. 
Writing herein #6 = any one of the values a, b, ce, d, e, f, for instance | 
9= a, and taking the square root of each side, we have 
ea’ +PBa’+ya+d = Ya—E Va—x.a—y Ya—z.a—w Va—p.a—q, 
or as this may be written 
ca’ +Pa’+ya+d = Vr’—E Ay. Ay: Ass 
which equation when reduced gives the proportional value of A,,. 
For the reduetion we require the value of aa’+Pa’+ya+d: calling 
this for the moment (2, we join to the four equations a fifth equation 
ca’ +Pa’+ya+d = L, 
and then eliminating «, P, y, 0 we find 
e, &, 5, L YıX| =% 
vs 9, 9 1 ef 
s”, 5, », 1L 2 
vo, ®, w 1, eYW 
ie un 
or what is the same thing 
2er, , s. 1 N A Es 1 = % 
Y y, 1 Ivy 1 
Be - u A A Fr 
”. 0. 8 He, ie 1 
IE FR ME 
viz. this is 
2.0 y.7- 32.2°-WY—2EY—W3—W = —EV A.y—2.y—Ww.y— .3—W.3—A.m —A 
+YY.2—-%.3—a.3— 1.Ww— A. —.A—T 
+YZ.w— a.08— 2.0 — y.da— 2.d—Yy.C—Y 
+Y W.a—y.a— 2.0 —wy—2.y—w.32—W|, | 
or as it mav be written | 
2.0— 3.2 -wy—2.y—Ww = a y—2.y—-w.a—y.) X—2—2.2—w.a—.xe.YY' { 
+ a —I_\p-2.0—y.a—w.V Z—3—2.3—y.a—2./ W\, | 
an equation for the determination of 22. ä 
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Consider first the expression which multiplies &.a—z.a—w: this is 


| . 
TG IY=-2.y—w.a, | A— 1t—-2.2—-wa,VY': 
12 
we have 
| 


D 


BE» 


befand —Nbe;t,a,C.d,\. 


and multiplying this by A2.0,.D,., = Vayed,aze,d,, we derive 


BEHC: Dis: An da VYX-ce.d,a,/Y!, 


0; 


and similarly two other equations; the system may be written 
u fr Ä 
BE.C.D.A = 7 od, YX—e,dıa,YY), 


CE.D.B.A Sa 
DE.B.O.A - ee. 


the suffixes on the left hand side being always 12. The letters b, e, d 
which enter eyelically into these equations are any three of the five letters 
other than a; the remaining two letters e, f enter symmetrically, for BE 
is a mere abbreviation for the double triad BEF.ACD: and the like for 
CE, and DE. 
Multiplying these equations by 
b—2.b—w C—2.0—W d—2.d—w 


b —c.b d I — d.c b ? d—b.d—c 


respectively, and then adding, the right hand side becomes 


w | 
— ö. y—-2.y—w.3,) A— r—2.2—-w.aVY) 
and then writing 
b— 2.b— w —1 .. 
— .c—d.B;,. ete. 
b—cb—d c— d.d—b.b—c .D;; eu 


the left hand side becomes 


—A - TREE ur i 
- 2 — ‚c-d.B3.BE..C.Di-+d—b.0;.CE ..D...Ba-+b—e.D},.DE BC... 
c-d.d-b.b-c' ER 
which for shortness may be written 
— A 


C 3, =.c-d.B;.BE,.C..D: , 


the summation referring to the three terms obtained by the evelieal inter- 
change of the letters db, ce, d. The result thus is 
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1 x 'Y 
5 ya -0.4, V X— 7—2.2—w.a,VY! 


—A r ai e } 
— > .c—d.B;.BE..C.Di2 . 


eds —c 
Interchanging x, y with 3, w respectively, we have of course to interchange 
the suffixes 1. 2 and 3, 4: we thus find 
1 
d 


34 


w—r.w—y.2,V Z—3—2.3—y.a;/ W' 


—ÄA mi 2 ’ | 
_- 3 2 .c—d.b}..BE;,. "3, Di I 


c—d.d—b.b—c 
and we hence find the value of 2.2—2.2—w.y—z.y—w. But 2, = aa’+Pa’+ya+d, 
is = Va’—.An. Ay As; the resulting equation divides by A,.A;, and throwing 
out this factor we have 
Ya’—e’ 


voran (2—2.27—w.y—2.y—w) (c—d.d—b.b—ec)A.; 


= Aa=Z1.c—d. B,.BE, RE ı ION +4 12 Z2).c—d. B\.BE,.Cs D,;. . 


where as before the summations refer to the three terms obtained by the 
eyelieal interchange of the letters b, e, d; these being any three of the 
iive letters other than a; and the remaining two letters e, f enter into the 
formula symmetrically. 'T'he formula gives thus for A,, ten values which 
are of course equal to each other. 

Writing for a each letter in succession we obtain formulae for each 
of the 6 single-letter funetions A, of p and g: and the factor 


Va’—e’ 
a (C—-2.7°—-W.Y—2.y—W ) 


is the same in all the formulae. 
We require further the expressions for the double-letter funetions 
of p, q. Considering for example the funetion DE,, which is 
1 


) ı 4 ‘ % s > ‘ + ) 
Zn d ‚1 d,e st,A, It u d,est5azb5i 5| ’ 


then multiplying by A,.Bs.Cs, = Vasb;6;asb;e;, we have 
® 15 | 
0 DC, } I —a,b;6; ) 0 . 


ab 


DE,;,. A 56* Ban Uns == 


Er 9 u Sr 3 
war 'a—q.b—q.c-q.) P-a—p.b—p.c—-p VO 


or reeolleeting that IP, eVQ are = op’+Pp’+yp+d and ag+Pg-+y 
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respeetively, this is 


&.DE,,. Ass. Bss-Uss 
— \a—qg.b—q.e-q.(ep’+Pp’+7p+9)—a—p.b-p.e-p.(eg +Pg +797 IN, 
pP4 
Using the well known identity 
b—p.c—p.d—p 


ı Aniunti — 19a -+varo: 
ap rpp +yp+J = TPM Fya+d b— a.c— a.d—a 


2 3 ı Ah? Lu ). Ü p.d- p.a p 
I ( b | pb ww h t ( wa n l = | r 


ac’ +Pe tryer d. 
d—c.a—cb—c 


4 
kirale a—p.b—p.c—p 
+od’+Hd’+yd+od: 
N 4 a— d.b—d.c—d 


and the like expression for eg +fg +yg+J, there will be on the rieht- hand 
side terms involving «a’+pa’+ya+d, ab’+Pb'+yb+d, ee'+Pe+ye- 3. but 
the term in ed’ +Pd’-+yd- d will disappear of itself. 
The term in ca’+Pa +ya- ö ıs 
1 aa°’+ Pa’ +ya-+-o0 


b—q.c—g.b—-p.c—p.(a—q.d— p- — -a- p.d—q) 


p—g b—-a.c—a.d—a 
where the expression in () is = d—a.p—q: hence the term is 


N fa) 2 
ad 1 pa u; 


—— +2 b—q.C- g.b-p.c—p 


b—-a.c—a 
whieh is 


b—a.c—a 
and forming the two other like terms the equation is 
' v aa’+Ppa’+ya+d m m 
&,D E „As; Ber-Cr — B:,..t ne 


b—a.c—a 


ah’ 1 Ab” t yb-+0 


| i > « = 
| c—b.a—b re 
ac’+Bc’+yc+d ee 
- A: B-, 


a—c.b—c 
But the expressions 
ca +Ba’+ya+d, ab’ +Bb’+yb+Jd, ae+Pc+7cH 0 
are 


— } a—&£' A, As. As, } Pl Bu Bus Das, } tg‘ ER DER | 86 


> 


respeetively: the whole “equation thus divides by As.Bs.Cso; and throwing 
ya’ g? 
ge 


out this factor, and then multiplying each side by — we find 
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u _ ü 1 — 
- TI HE ) 1b- e.AAs-BaoCr 


€ b—c.c—a.a—b N & 3 56 





—4.B ..B34.Cs-: 1. 
-1- -a—b.Ü... Ei A-.B«,. 


} 






in which formula if we imagine 


5 2 2 5) 92 
VYa’—e Ya’—e' a’— 
u As, in BD: 56 » 6 C, 


€ € € 
each replaced by its value in terms of the zy- and zw-funetions, we have 
an equation of the form 


= ne (2—3.2—w.y—2y—w) DE, = Farm Ta M, 
where M is a given rational and integral funetion of the 16 and 16 funetions 
An. AB, and Az, AB;, of x and y and of z and w respectively. The factor 
va’—e” _ 
er C— 2.0 —Ww.Y—2.Y— W 
is retained on the left hand side as being the same factor which enters 
into the equations for A,, ete.: but on the right hand side 2—-2.2--w.y—2.y—w 
should be expressed in terms of the zy- and zw-funetions. This can be 


done by means of the following ER: 


l,z-+y, zy 1,2+ > cy 
),2+w,zw| 1, 2-+w, zw 
 /l,a-b, ab| |l,a+c, ac 
C—2.T-wy—ay—w = 2 nz var 


where the summation refers to the three terms obtained by the eyelical 
interehange of the letters a, b, e. The first determinant multiplied by a—b 
is in fact 

a—2.d—Ww, a—r.d—y 


b—2.b—-w, b—-x.b—y 


and the second determinant multiplied by ae is 









a—23.0—W, d—X.d—Y | 

= c—2.0—W, C-2.C—Y 

so that the formula may also be written E 
4—2.4— WW, Ad—T.d—Y dA—RA—W, A—T.A—Y 

b—2.b—w, b—x2.b—y C—3.0—%, C—2.Cc—Y e 





C—-3.2—-WY—2Yy—W = Bo: 





(a—b)’(a—c)’ | \ ? 
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or what is the same thing it is 
— (4°, B?,—4?,B?)(4?,0,—4?,0:, 
en (a—b) (a—c)' 


which is the required expression for 2—2.27—w.y—2.y—w; the letters a, b, e 


°—3.2-Wwy-3y—W = 


which enter into the formula are any three of the six letters. 
As regards the verification of the identity, observe that it mav be written 
IL+-M(a-+b)+Nab!}\L-+M(a+c)+Nac' 


—bu—6 


C-2.IT-Wy—2y—u = © 


where /, M, N are 
= (ty zw—(z+w)ey, zy—zw, and z+we—ı—y: 
this is readilv reduced to 
c—2.27—wy—2y—w = M—-NL 
which can be at once verified. 


Cambridge, 12! March 1879. 


I take the opportunity of remarking that in the double-letter formulae 
the sign of the second term is, not as I have in general written it —. but is +, 
AB = onen Yabte,d,e, +la,b,f;ede. ete. 


In fact introdueing a factor ® ‚which is a function of x and y, the odd and 


R . / () . 4 E 
even J-funetions are = wYaa,. ete.. and r Yabfe,d,e, +Ya,b,f,ede!. ete.. 
—y 


respectively; © is a function which on the interchange of x, y changes 
only its sign; and this being so, then when x and y are interchanged, each 
single-letter funetion changes its sign, and each double-letter function remains 
unaltered. 


Cambridge, 29th July 1879. 
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semerkungen zu der Schrift „Ueber die Abelschen 
Functionen vom Geschlecht 3“. 
Auszug aus einem Schreiben an Herrn Dorchard!t. 


(Von Herrn H. Weber.) 


L, Auf S. 123 der genannten Schrift handle ich von dem bei den 
Wurzeltunetionen zweiten Grades und dritter Ordnung auftretenden Aus- 
nahmetall, in welchem eine solche Funetion von gegebener Charakteristik 


8° 
durch drei gegebene Nullpunkte »icht vollständig bestimmt ist. Es wird 
dort gezeigt, dass dieser Fall dann eintritt, wenn die drei übrigen Nullpunkte 
zugleich Nullpunkte einer Function y sind, deren vierter Nullpunkt fest ist. 
Der Ausspruch aber, dass bei ungerader Charakteristik dieser Ausnahmefall 
nur dann eintrete, wenn die betreffende Wurzelfunetion das Produet einer 
Abelschen Function und einer Y-Funetion sei, bedarf einer Berichtigung. 
Der wahre Sachverhalt ergiebt sich aus Folgendem: 

Ist yz eine solehe Funetion, die in drei Nullpunkten einer Funetion 
p verschwindet, und ist 

(v2) = y®) 


und yx eine Abelsche Function, so wird die rationale Function = *_ höchstens 
yx 

in drei Punkten Null und unendlich und ist sonach entweder eine Constante, 

in welchem Falle die Funetion yz wirklich in der angegebenen Weise 

zerfallen würde, oder sie ist der Quotient zweier g-Funetionen, und zwar 


Y 


— —-, worin p, mit yx einen Nullpunkt gemeinschaftlich hat, und 9 muss 
L 


in dem anderen Nullpunkt von yx verschwinden. Es ist also 


9 f, | 
Vx 


x = ’ 


worin die Funetionen %, g, In je einem Nullpunkt von yxz verschwinden. 
Umgekehrt ist auch jede solche Funetion eine Wurzelfunetion dritter Ordnung 


8 
} 
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mit der Charakteristik (yx). In der rationalen Form 


y = FR 

lässt sich mit Hülfe der zu Grunde liegenden Gleichung vierter Ordnung 
der Zähler so einrichten, dass er durch x theilbar wird, und man erhält 
so, in geometrischer Ausdrucksweise, ein System von Berührungseurven 
dritter Ordnung zu einer gegebenen Uurve vierter Ordnung, deren Berührungs- 
punkte mit den Schnittpunkten zweier beliebigen, durch die Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente gehenden, geraden Linien zusammenfallen. 

Hiernach ist auch der vorangegangene Satz: „Bestimmt man eine 
Reihe von Funetionen yz mit derselben Charakteristik, deren drei Null- 
punkte die Nullpunkte von Functionen sind, welche einen gemeinsamen 
vierten Nullpunkt besitzen, so sind die drei übrigen Nullpunkte dieser 
Funetionen yz immer dieselben“ für ungerade Charakteristiken dahin zu be- 
schränken, dass, falls dieser vierte Nullpunkt der Funetionen g mit dem 
Nullpunkt einer Abelschen Function zusammenfällt, man die Funetionen yz 
so wählen könne, dass die drei übrigen Nullpunkte zusammenfallen. 

Dass in den anderen Fällen der ausgesprochene Satz richtig ist, er- 
hellt aus folgender Betrachtung: 

Sind 9, g' zwei g-Funectionen mit einem gemeinsamen Nullpunkt, 
und verschwinden die beiden Funetionen yz, yz' mit gleicher Charakteristik 
in den drei übrigen Nullpunkten von Y, resp. g', so wird (die rationale 


“.$ 


! 


nur in drei "Punkten Null und unendlich und ist also 


( . . . 
worin fi, %ı ebenfalls einen gemeinsamen 


Funetion | 


F 


entweder eonstant oder = 


} 

Nullpunkt haben. Im ersten Fall ist die Behauptung erwiesen. Im zweiten 
"alle müssen die drei übrigen Nullpunkte von yx zusammenfallen mit den 
Falle müssen die drei übrigen Nullpunkt Yx fall t d 

Nullpunkten von %,. Ist daher 9, diejenige g-Funetion, welche in den 
Po 
FH 
höchstens in zwei Punkten Null und unendlich werden, und ist also constant. 
Dann aber muss yy, eine Abelsche Funetion sein mit der Charakteristik 


gemeinsamen Nullpunkten von gg’, yY,9, verschwindet, so kann 


(yx), welche letztere sonach ungerade ist. 
2. Bei der Bestimmung der Anzahl der von einander unabhängigen 
Wurzelfunetionen »te Ordnung muss auf 8. 128 an Stelle von Zeile 18, 19 


n—1 . 
v.0. gesetzt werden „, 2 —1 so, dass die Curve m — fr, = 0 dureh 
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ebenso viele Punkte geht, die nicht mit dem Punkte 3 =0, 3 =0 auf 
n—93 


2 








einer Curve ter Ordnung liegen“, so dass die Gleichung Zeile 4 v. u. 






richtig lautet: 





Pi Buch. n—1.n—3 





n—3.n—5 ei el. j Ä 
| ET in EEE a ni | 
o ö 8 3 8 { 


3. leh benutze endlieh diesen Anlass. um einer Aufforderune des 


Lee) 


Herrn Nöther entsprechend Folgendes zu erklären. 

Es war nieht meine Meinung, in dem S. 48 meiner in Rede stehenden 
Schrift ausgesprochenen Satz „Das Verhältniss zweier Functionen 9 geht 
durch jede eindeutige Transformation wieder in das Verhältniss zweier 
solcher Functionen über, so dass die Funetionen p für alle diese Trans- 
formationen den Charakter von Covarianten haben“, einen neuen Gesichts- 
punkt für die Theorie aufzustellen. Es scheint mir dieser Gedanke implieite 
schon in den Untersuchungen von Clebsch und Gordan enthalten; ziemlich 
deutlich z. B. in $. 15 ihres Werkes über die Theorie der Abelschen Fune- 
tionen. Bestimmt ausgesprochen ist die erwähnte Eigenschaft der Funetionen 
y vor meiner Arbeit von Brill und Nöther, Göttinger Nachrichten vom 
12. Februar 1873, Mathem. Annalen Bd. VII, 8. 270. 


Königsberg, den 5. Juni 1879. 
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Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


Bekanntlich haben die Secanteneoeffieienten oder Exulerschen Zahlen 
die Eigenschaft, dass sie ganze Zahlen sind, welche abwechselnd mit den 
Ziffern 1 und 5 schliessen. Ich habe im 79. Bande dieses Journals „ezeigt, 
dass dieser zuerst von Herrn Scherk bewiesene Satz nur ein speeieller Fall 
einer viel allgemeineren Eigenschaft dieser Zahlen ist. Man scheint aber 
bisher noch nieht bemerkt zu haben, dass sieh Aehnliches auch bei den 
Bernoullischen Zahlen nachweisen lässt. Allerdings nicht bei diesen Zahlen 
selbst. die keine ganzen sind, wohl aber bei den dureh eine einfache Formel mit 


ihnen verbundenen Tangenteneoeffieienten, welche ganze Zahlen sind. Aus 


e”"'- Pe 1 
we = — | 
“ i(e er) 
folet 
| T zZ 
ä rt ‚ 
} or — fl . kom — v1 
( A.) tg 7 T,x ; m 1 >) B c — | Yo Iy | T 
wre 1.% - . 


Hier ist T;,,_, der vte "Tangentencoeffiecient und man hat, wie schon Euler 


oefunden hat, ' 


wo B, die vte Bernoullische Zahl bedeutet. Man kann nun zeigen, dass, 
abgesehen von T, = 1, die Werthe der übrigen Tangentencoefficienten ab- 
wechselnd mit 2 oder mit 6 schliessen, je nachdem sie in der Form T, 
oder T,,., enthalten sind. Dies ist aber wieder nur der einfachste Fall 
eines allgemeineren Satzes, zu welchem ganz ähnliche Betrachtungen führen, 
wie ich sie in der oben erwähnten Arbeit benutzt habe. 
Setzt man xi statt x, so folgt aus (A.) 
ee: | u 


v —] 
- x PR a1) > ‘ 
e’—+e - 1.2...2v—1 


23 i 


= 


oder 


Y 


I f \v T;, 1 2y—1 
1+2(-) 6 a 


ee 1 


2e* 
ee 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 2 


l 

























56 





Stern, zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 


“ et . - 
Setzt man nun rg —=Fx und entwickelt Fr nach dem Taylorschen 
A , . 


Lehrsatze, so ergiebt sich FO=1, F”0=0, Fr0=(—1)’T,,_,. Entwiekelt 
man aber die Differentialquotienten von Fr, so findet man 


F'r = oo ( ae 


2 3 
Fe= (——)(e-e), 
e' re AI , 
2 ° ua | 
Pz= (— —)[2-(e-e”)] 
® ere” 


und allgemein, indem man die Formel 
(e'+e”*)° er (e’—e 14 


benutzt und (®-e"”)’ =z setzt, 


2 2n+1 ’ „ K 
1) Hr > ( u, (e—e””)|[a, —a," 2-+9"3 —.+a,' 2°... 


.e® te: / : 
'n--2 
>) 1 n+1 I2n-+1 2 ia In-+1 In-+-1 2n+1 „2 2n-+i1 „ı v. 
2.) (1) F2 = ——) [üt-arzta"32°—- ta," 2’...], 
ah va Di 5 


wo die sämmtlichen a bestimmte Zahlen sind und allgemein in a; sowohl 
‘als k nur Indices (nicht Exponenten) bedeuten. Die allgemeine Gültigkeit | 
dieser Formeln ist leicht zu beweisen, sobald man voraussetzt, dass sie bis 
zu einem bestimmten Werthe von z» gelten, was für a=1 oben wirklich 
nachgewiesen ist. 

Differentiirt man nämlich den Werth von (—1)”''F”z, so findet man 


(2n+1)2?”+1 a My 


__ Y3r+1 DRn+l im Fat a__ In RR N — 
(1) ” (e +e* jr? EEE +4,-13 ...] 


Pmn+l 

’ - f \ In nn _ f au In ) 

® (e tem n+? (»+4)[a"-a"3+ ta,’ 2”...] 
Dn-+? i ; 

+ (3+4)[-a"3 +. tra," 2’...]. 


(@ re u } 2 
Der Coetfieient von 3” in dieser Entwiekelung ist demnach 


2 \?n+?2 | g 
ee 2 ((dv--2) a," — v—-n—1)a,.]. 


Mithin hat man nur 





B) at = (4v+2) a)" (v—n—1)a,, 
) i L 






zu setzen, um den oben angegebenen Werth von (—1)"""F”*'r zu erhalten. 
Differentiirt man diesen Werth von (—1)"""F”"'z, so findet man ebenso 







2 In+3 2. De { 2% u I 
(I Frz= ( ers ) (e—e") | F(—n-1) a," H"—4(v+1) a" )w”...]; 
x _ u 
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setzt man also 
(C) ar = 4r+l)ait—iv—n—1)a” 
so findet man denselben Werth von (—1)"*"F”'’r, den man aus dem obigen 
Werthe von (—-1)"*"F”x durch Substitution von »--1 statt » erhält. 
Setzt man e=(0, so wird zugleich 3= 0, und man erhält daher 

Inu (Dr tn 

und zugleich nach (B.) 
re 20). 

bezeichnet man durch (a,) die aus den Gliedern 


u 


bestehende heihe, so zeigt das Vorhergehende, dass diese Reihe zuerst in 
der Entwickelung von F”*'z vorkommt und zwar im letzten Gliede, welches 
a,*'z" heisst. Es sind also alle Glieder der Reihe (a,). welche diesem 
Gliede a,’"" vorausgehen,. Null und ebenso sind in der Reihe (a,_,) alle 
Glieder Null, welehe dem Gliede a’) vorauszehen. 

Ks folgt hieraus, dass nicht blos die Glieder der Reihe «a, und mit- 
hin die Tangenteneoefhieienten positive Zahlen sind, sondern dass überhaupt 
ositive Glieder 
folgen. Soll nämlich a,, nieht Null sein, so muss » mindestens y sein. 


auf die ersten Null werdenden Glieder jeder Reihe (a,) nur 


mithin ist dann a+1—r positiv und daher (»--1—r)a,', Null, so lange nicht 
»+-1—r positiv. Ebenso muss in a," mindestens 2=r sein, wenn a,‘ 
nicht Null sein soll, also auch (»+1—-r)a,''=0, so lange nicht »n+1—r 
positiv. Es wird daher, wie sich aus (B.) ergiebt, a,’ aus a, und a, 
dadureh gebildet, dass diese, insofern sie nieht Null sind, mit ganzen posi- 
tiven Coeffieienten multiplieirt werden, und dasselbe gilt nach (C.) von der 
Bildung des Gliedes a)” aus a" und a". 

Demnach kann man, vermittelst der Formeln (B.) und (C.), genau 
in derselben Weise, wie ich es in Beziehung auf die Eulerschen Zahlen in 
der erwähnten Abhandlung ausgeführt habe, zeigen, dass sich a)” aus einer 
Summe der mit ganzen positiven Coefficienten multiplieirten Ausdrücke 
a’, a” u.8. w. zusammensetzen lässt und ebenso «”*' aus einer Summe 
der mit ganzen positiven Coeffieienten multiplieirten Ausdrücke «@”,. «7 
u.s.w. Werden also namentlich die Glieder «", a, ", ... insofern sie 
Nun findet man unmittelbar a\=1, also ist jedes Glied der Reihe a, und 
12” 


nicht Null sind, positiv, so ist auch a,“ positiv und mithin auch a,*' = 2a)“. 
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folglich auch jeder Tlangentenecoefficient eine ganze positive Zahl. Nach 
dem Vorhergehenden folgt hieraus weiter, dass überhaupt in jeder Reihe 


(a,) von a," an alle Glieder ganze positive Zahlen sind, während die vor- 
hergehenden Null sind. Ferner sind in jeder Reihe (a,) die zwei ersten 


nicht Null werdenden Glieder a," und a;’*? der Einheit gleich, während 
die folgenden sämmtlich gerade Zahlen sind. Aus (B.) und (C.) folgt 


TE oT 


!y+1 2) 


nämlich a)" = «a; Da nun a=1 und W=1. so ist 


Y 


mithin allgemein a/’''=a,'"=1. Auch ergiebt sich aus (B.) und (C.), 


dass a,” und a,”'* zugleich mit a,“, gerade Zahlen sind, sobald » > v. 


Nun ist ad, u — 2a,“ und u r* — 4a}” + (n--1)a,” r 


mithin sind in der Iteihe 

(a,) alle Glieder von a, an gerade, also auch allgemein «a, gerade, sobald 

k >> 2v+2. Es sind also namentlich alle auf T’=1 folgenden "Tangenten- 

e9effieienten ganze positive gerade Zahlen. Auch folgt aus dem Obigen. 

dass die Glieder jeder Reihe (a,) von a,’”’* an fortwährend wachsen müssen. 
Die ersten Glieder der Reihe 


RE TE 


welehe identisch ist mit der Reihe 


sind 
a=-1 &®&=2 a=16, al= 272, a,= 1936, al! = 353792, 
und die ersten Glieder der Reihe 
ie Er 


welehe identisch ist mit der Reihe 


5 T, T;, 4-1 
2 E} > “ u... 2 4 0.0.04 


sind demnach 
o„=1l, |=8, a=136, = 398, a, = 116396, 


Kann man nun beweisen, dass, abgesehen von a,=1, die Werthe der übrigen 

Glieder der Reihe (b.) abwechselnd mit den Ziffern 8 und 6 schliessen, 

so folgt von selbst, dass, abgesehen von ,=1, die Werthe der übrigen 

Glieder der Reihe (a.), d.h. die Tangentencoefficienten von T, an, ab- 

wechselnd mit 2 oder 6 schliessen. Nun hat man nach (C.) und (B.) 
antt = 4a’ +2(n+2)ay',, 


In-+3 


ar = bat +(a+1)ayr, 
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mithin 


at = WHai"t’+i6n +8)a;"t? *). 
Für den Modul 10, auf welchen sich alle folgenden Congruenzen beziehen, 
ist daher 
ar 4a" +(6n+8)a," 
Da aber a,“** eine gerade Zahl, mithin (Rn +5)a*' = 0, so ist 
ee” da" (nn +3), 


und wenn man statt a,** seinen Werth 4a”""+(n-+1)a”*' setzt. 


a. = 4a" +(dn+ 2) at + (m +in +3). 
Nun ist 
nt? _ Qurti| ’n+] | In-+] ER ) 
7A = na, und « n u 
|} 
lemnach 
ai S(n-1N)a”+ na" 
und 
u = 2(n-1l)a”+(8n+2)a'-+(n’+4n+3)a," 
oder 
a = 2(n-1)a)' +(8r+2)a”'+2(n+4n+3)a 


benutzt man noch 


a = bay +na 

so tolgt 
ee ba‘“. 

Nun ist 9 =1, also = 6 und allgemein a, **==6. Da ferner = 8, so 
ist allgemein a, =8, womit der obige Satz bewiesen ist. Auf diesem 
Wege weiter gehend könnte man auch andere specielle Sätze finden und 
namentlich beweisen, dass die Glieder der ersten Differenzreihe der zwei 
reihen 
a, a, Ad, 


1; 


ee 
sämmtlieh mit 60 schliessen. während die Glieder der ersten Ditferenzreihe 
der Reihen 


a, a, Ad, 
a, a, da, 
Aus dieser Formel folgt, dass a’”** zugleich mit «; dureh S theilbar ist. 
Nun ist a? = 8, also a?” durch 8 theilbar, sobald » > 1 und da T;,,..ı = ?a”, so sind 


alle Tangentencoeffieienten, von T. au, durch 16 theilbar. 
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sämmtlich mit 20 schliessen. Aber auch hier wird man, ähnlich wie bei 
den Eulerschen Zahlen, auf diesem Wege nicht leicht zu einem allgemeinen 
(Gesetze kommen. Wie ich aber ein solches in Beziehung auf die Eulerschen 
Zahlen mit Hülfe eines Satzes, den man Herrn Kummer verdankt, nachge- 
wiesen habe, so kann dies auch hier geschehen, indem man diesen Satz in 
folgender Form ausspricht: 

Wenn die Function px durch die Reihe 


J 


A x’ h A,x" 
o2= AA sc+———- = =A >” — 
r oT At organ 
und zugleich dureh 
. | | 
f = > a, e'’ (e’— e‘ ‚A 
0, 


dargestellt werden kann, so dass a,, g, r, s rationale Zahlen sind. deren 
Nenner die ungerade Primzahl p nieht als Faetor enthalten, so wird die 
Uongruenz 


n.n—1 N: 
4 1, | A,, Hp—1 + 1 9 A + 2% p—1) TOM : ( —] ) A man () 


mn — ] 
PR + ‚ (2 ) 


für den Modul p” stattfinden, sobald die ganzen Zahlen m und » der Be- 
dingeung m —"» genügen. Hier findet man nämlich, wenn (k,h) den Aten | 


Binomialeoeffieienten der Potenz k bezeichnet. 
yz = ZI(—1)(k, h)a, et HN+rtole 


woraus sich das Weitere, wie in dem Kummerschen Beweise, ergiebt. 
Wendet man dies auf die Funetion 





2e? 
08 = 
f een 
an. so hat man erstens 
' T.x° 
yz = 1-T,r+ 193 
und setzt man 
2 1 
ele= x x 3 
l+1(e’—e ?°) 
so erhält man ferner 
px = e*-je (ee te, 


so dass also die Bedingungen, unter welchen obige Congruenz stattfindet, 
erfüllt sind. 








Een 
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Nun ist hier, im Vergleich mit dem obigen Matze, 


A, ni 1, A,, — T;, . V, A:, en (—1)’ Dr 


Setzt man m =2v—1 und p—1=2h, so hat man also, sobald 2r—1—.n, 


| „‚.n.n—i,„ | en . | 
(D.) | T,,_ı—n T,,_ı ‚2, (—1 rr 1.2 T,,- VE Tau —1) T,, 1+2nı 1) 1 
| (mod. p”) 
. r H2r—1 H2Yv B, 
oder, wenn man statt T,,_, seinen Werth 2”"(2”—1) , setzt, 
BEN - B, a a B. 
\| 2712” -1), —— —n.20 HR Zrr_1)(—]1) 
n vV 1 h 
w) | B 
‚7 Sue Ya ] ) v-+-?h 
| ll: 3 +—=() (mod.p”), 
7772 \ v2h ! 


oder auch, indem man zugleich a," statt T;,_, u. 8. w. setzt. 


eu Vai... Ta tm —=0(, (mod.p”) 


und da a®t!= 2a’ auch 


a, + ınh __ n (—]1 YA a,’ a 2 + n a,’ 1.72) + ei = ). (mod. p ), 


Schreibt man aber die Formel (E.) in folgender Gestalt 
B, 


Iy > ) ‚ ) ) )7 B, 
\ 27[2@”-1 2 —n.2.2° (291,17, 
er l 


| n.n—i Bis 
ii 2 3m (Derrti__ 2 un \ 
| 1 1.2 2.2 \Z ı) ıi..5 | ), (mod.p L 


so ist hier nieht blos 


* 


29-2,2(2°_1) 


V 


T 
) 


27 1 


eine ganze Zahl, sondern, wie schon Euler bemerkt hat, und wie sieh leicht 
aus dem Staudtschen Satze beweisen lässt, auch 2—1)B,. Ist also v 
eine ungerade Zahl, so muss 2(2”—1) = ebenfalls eine ganze Zahl sein 
und dasselbe gilt von jedem Ausdrucke 


. ; i B 1} 
OK Dvr+?kh__ | v+äh , 
2 v ! au w Ih 


sobald 4 gerade (d.h. p=4+1) und v ungerade ist. 

Da demnach der in (E’.) in Klammern stehende Ausdruck eine ganze 
Zahl ist, so folgt, dass wenn » ungerade und p= 4+1 der aus (D.) sich 
ergebende Ausdruck 


A rn 
In mel /. u. 1 +23 10 ... 
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zugleich durch p” und durch 2” theilbar ist, sobald 2v—1 —_n. Ist also 
p=>5 und ist zugleich 2v—2 — n, so ist dieser Ausdruck durch 10” theilbar. 
Zugleich ist dieser Ausdruck, abgesehen vom Zeichen, nichts anderes als 
das allgemeine Glied der »ten Differenzreihe der Reihe 

T; 


<) 


Me Es 1-22» u.s W. 
Beginnt man also in der Reihe 
2 Eu 5. 


oder, was dasselbe sagt. in der Reihe 


ı 


A 


mit dem Gliede T, oder a“, dessen Index « die kleinste Zahl n+l. und 
bildet die »'!* Ditferenzreihe, so wird in dieser jedes Glied mit mindestens 
rn Nullen schliessen. Fängt man also mit T, an, so findet man, dass jedes 
Glied, der ersten, zweiten, dritten und vierten Differenzreihe bezüglich mit 
1. 2, 3. + Nullen schliesst. 


T, beginnen, wenn schon das erste Glied der fünften Differenzreihe mit 


Setzt man dagegen n=5, so muss man mit 


nicht weniger als 5 Nullen schliessen soll. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
zeigt folgende Uebersicht, in welcher von T,, an, um Raum zu sparen. 
nur die letzten 7 Ziffern des Werthes aufgenommen sind. 





Ei.% T E T Ri; a 


5 13 17 21 












16 


1956  .2368256 


.D342976 


5124096 


-_ wawz > 
985616 


‚8413536 


Diff. I 7920 2360320 | 2974720 | 1781120 | 4859520 | 7489020 
Il 2352400 | 0614400 | 4806400 | TOTS400 | 2630400 
II S2H2000 4192000 2272000 HDI2000 
IV 5930000 | 8080000 | 3280000 
V 2150000 5200000 


Da allgemein nt ig, 
u = 4 , 
so ist mithin. wenn man zu der Reihe 
oa Aa, 
die »te Ditferenzreihe bildet, auch diese durch p” und zugleich durch 2” 
theilbar. 


B) 


Sobald man also in dieser Reihe mit dem Gliede a)” bezinnt. 
dessen Index 2v—2 — »+1, ist jedes Glied der „ten Differenzreihe dureh 
10” theilbar. 
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Bisher wurde vorausgesetzt, dass » ungerade. Ist dagegen v eine 


oerade Zahl und zugleich A gerade, so wird jeder Ausdruck 


tee) 
2 (DT _TN B,+ 
V-+ Ih 
eine ganze Zahl. Denn jedenfalls ist 
ar 9 3m (Jr kb? B, + ki ai Tr Pr | 
v—+kh .— 


eine ganze Zahl. Ist nun Ah= 2"u, so dass a eine ungerade Zahl ist, so 
ist v+kh höchstens durch die mt® Potenz von 2 theilbar. Setzt man also 
y+kh = 2'e, so dass vo eine ungerade Zahl ist. so ist s höchstens = m, mit- 


hin muss 


eine ganze Zahl sein, da der Nenner des Werthes von B,,,, wie jeder 
Bernoullischen Zahl, die erste und keine höhere Potenz von 2 enthält. 
Zugleich ist 2°” = 2°””" "a durch 2” theilbar, mithin ist 

B,- 

v—+-Ih 

eine ganze Zahl, d.h. alle in der Formel (E’.) innerhalb der Klammer 
enthaltenen Glieder, das erste ausgenommen, sind ganze Zahlen. Nun ist 


Iar 5) > B. 
auch 2”%.2(2”—1) — 
2 


2.20 (ge m} 


eine ganze Zahl: ist also v=2w, wo w eine unge- 


. N . B j ı ö 
rade Zahl bedeutet. so muss 2 (2”—-1]) = eine sanze Zahl sein. also auch 
0 \ 
> B ee ® B, ! , 
272” —1) „, mithin muss 2° 72° —-1) „ durch 2° theilbar sein, also 


auch die Reihe (E’.) oder, was dasselbe sagt, die Reihe (D.). Ist mithin 
wieder p=5, so wird diese Reihe durch 10” theilbar sein. sobald 27-—2—1 —_.n. 
Hat man also die Reihe 

n. MR I 
oder 


a). a. er “ 


und bildet daraus die »!° Differenzreihe, so endigen deren sämmtliche Glieder 
mit mindestens » Nullen, wenn man in der Reihe «a, u. s. w. mit dem Gliede 
a, beginnt, dessen Index 2v—1=2"'.0—1 um £ vermindert — n+1 ist. 
beginnt man z.B. mit a), so ist v—=2, also t=1 und 2r—1—-1=2, also 
darf » nicht grösser als 1 sein. In der That ist 





3 [4 7 o9)”7<s 979270: 5 mm a6 < 4 JUN: 
a=2 a=212 a, = 35379, a = --: 757312, al = --- 112832, 


a, =: 852352, a) = --- 787872, au = ---211392, a = --- 494912. 
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In der ersten Differenzreihe schliessen nun alle Glieder mit Null. Beginnt 
man mit ai, so dass v=4 und t=2, so ist 2»—1—t=5, also darf » nicht 
grösser als 4 sein. Wirklich findet man, dass dann schon das erste Glied 
der vierten Differenzreihe mit Null schliesst, aber das erste Glied der fünften 
Differenzreihe nicht mit 5, sondern nur mit 4 Nullen schliesst. Dies tritt 
erst dann ein, wenn man mit a, beginnt u. Ss. w. 

Hieraus folgt dann ferner, dass, wenn man aus der Reihe 

a, a, a, 

die »t® Difterenzreihe bildet, in dieser sämmtliche Glieder durch 10” theil- 
bar sein werden, wenn man mit demjenigen Gliede a)” beginnt, welches 
der Bedingung 27—3—t — n genügt. 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich, dass jede 
der vier Reihen 


u - 


ae 
a, a, a! 


19 


a, a, a, 


die Eigenschaft hat, dass, wenn man aus jeder, von einem bestimmten 
Gliede angefangen, die Difterenzreihen bildet, spätestens in der „+2 Ditfe- 
renzreihe jedes Glied mit mindestens » Nullen schliesst. Diese Reihen ge- 
hören also auch zu der Gattung heihen, auf welche ich in der mehrfach 
erwähnten Abhandlung aufmerksam gemacht habe, bei welchen man näm- 
lich aus den bekannten » letzten Ziffern einer hinlänglichen Anzahl der 
ersten Glieder, die letzten » Ziffern aller folgenden Glieder durch eine 
allgemeine Formel finden kann. Während aber, wie ich dort gezeigt habe, 
nieht blos die Exulerschen Zahlen, sondern auch die Reihen höherer Ord- 
nung, welche ich dort dureh (a,) bezeichnet habe, zu dieser Gattung von 
Reihen gehören, ist dies hier nicht der Fall. Die Reihen, welche ich oben 
durch (a,) bezeichnet habe, gehören nicht mehr zu dieser Gattung, sobald 
nicht » = 0 ist. 

Zum Schlusse füge ich noch folgende Bemerkungen hinzu. Setzt 
man in (D.) für v die Einheit, so erhält man, da T, =1, 


I = (-]) (mod. p). 


j 27. (22+' 4) 
seinen Werth — 


Setzt man für T 


7) 
Fi 


B,,, und berücksichtigt, dass 
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nt h 2,2 —]) = 2.3 (mod.p), 
eht { so folgt. 
lei 
5 12B,., = (-D 
ten 
I . . +1 + r . 
rt Bezeichnet aber E,,, die “ii te Eulersche Zahl. so ist auch 


p—1 
E 2 % 
4 “= ET ] } 


u | also T,=E,;. Ferner da E,=1 (mod. p) **), auch 
IOS p—1 

A a 9 
le Allgemein folgt aus (D.), wenn man »=1 setzt, 


= (—1) * T,_, mod. p 


P+ 1 


Setzt man also v = so giebt dies 





2 
! FREE 6) 3 ae } l. 
k(p— 1) 
ten und wenn man v7 = ni — +1 setzt, 
te- ’y\ ’ y\ 
I@- T +01 1 = (—1) u 4 13.41 
‚ch Nun ist, wenn man k=1 setzt, 
m- | Ms nu 
ler PS also i 
ine | k. 
| | Donna = (1 mod. p 
)e, 
rd- *) Bd. 79 p. 86 dieses Journals. 
om **) Ebendaselbst. 





Göttingen, den 25. Januar 1879. 








Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten. 
‚Fortsetzung der Abhandlung im 56. Bande dieses Journals.) 
(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


| ER ich im ersten Theile dieser Arbeit die 'T’heorie der 
Aequivalenz von bilinearen Formen behandelt habe, gehe ich zur Beant- 
wortung der Frage über, welche Bedingungen nothwendig und hinreichend 
sind, damit eine Form unter einer andern enthalten sei. Als Ausgangspunkt 
nehme ich die Theorie des relativen Enthaltenseins in Bezug auf einen 
Modul ($. 14—17), von der ich in $. 15 Anwendungen auf die Lehre von 
den linearen Congruenzen mache, und auf die ich in $. 21 die Theorie des 
absoluten Enthaltenseins zurückführe. 

Ist % eine (positive) ganze Zahl und geht die bilineare Form 
A= >Ia,;x,y,; der m+n Variabeln*®) &,,...2,: Yı, ... 9. dureh die linearen 
Substitutionen 


eo mm = % . f 4 
1) z = ZPya®ys EP RLE (mod. %) 


in B= Ib,,2,y,; über (die Definition dieser kurzen Redewendung findet 
man im ersten Theile $. 11), so heisst die Form B (mod.%) unter A ent- 
halten. Die Anzahl der neuen Variabeln kann der Anzahl der ursprünglichen 
gleich, sie kann aber auch kleiner oder grösser sein. Ist (mod.%) B unter 
A und C unter B enthalten, so ist auch C unter A enthalten. Ist B (mod.%) 
unter A enthalten, und ist A ein Divisor von k, so ist B auch (mod.%h) unter 
A enthalten. Zwei Formen, die sich gegenseitig (mod.%) enthalten, werden 
mod. A) äquivalent genannt. Sind zwei Formen einer dritten äquivalent, so 
sind sie es auch unter einander. Die Gesammtheit der Formen, die einer 
bestimmten äquivalent sind, heisst eine Klasse von Formen. Ist B unter A 


*) Enthält A genau u Variabeln z,, &,, ... x„, so kann man für m irgend eine 
Zahl wählen, die — « ist; die Zahlen m und » können also oberhalb gewisser Grenzen 
willkürlich angenommen werden. Bei jeder Form, mit der im Folgenden operirt wird, 
ist vorausgesetzt, dass in derselben über die Zahlen m und » eine bestimmte Festsetzung 
getroffen ist. 
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enthalten, so ist auch jede mit B äquivalente Form unter jeder mit A 
äquivalenten enthalten, oder es ist die durch BD repräsentirte Formenklasse 
unter der durch A repräsentirten enthalten. 

Sind A und B äquivalent, und geht A durch die Substitutionen (1.) 
in B, und B durch die Substitutionen 


(2.) x, = Sr,0, WE E84 (mod. A) 


E 
in A über, so brauchen die Congruenzen (2.) nicht die Auflösungen der 
Congruenzen (1.) zu sein. Ich habe oben ($. 11) zwei Formen A und B mur 
dann (mod.%) äquivalent genannt, wenn die Anzahl der Variabeln x, [ys} 
ebenfalls gleich m [x] ist, d.h. wenn beide Formen als von gleich vielen 
Variabeln abhängig betrachtet werden, wenn ferner die Determinanten mt 
und »te" Grades 'p,. und 955 relativ prim zu k sind, und die Congruenzen 
2.) die Auflösungen der Congruenzen (1.) sind. Ich werde zeigen, dass 


sich diese engere Definition vollständig mit der hier gegebenen weiteren deckt. 


$. 14. Die keduetion der bilinearen Formen. 

l. Ist eine Form in Bezug auf mehrere Reihen von Variabeln linear, 
so kann man den Variabeln solche Werthe ertheilen, dass die Form dem 
grössten gemeinsamen Divisor ihrer Coefficienten und des Moduls congruent 
wird, und dass die Variabeln jeder Reihe mit einer beliebig gegebenen Zahl 
keinen Divisor gemeinsam haben. 

Gegeben sei z. B. eine trilineare Form A = >a,;,2,y;3,, welche in 
Bezug auf die r Variabeln x,, die s Variabeln y; und die £ Variabeln z, 


homogen und linear ist. Der Modul sei k=p"p Wo pP, P, ... Ver- 
schiedene Primzahlen sind, der grösste gemeinsame Divisor des Moduls % 
und der sämmtliehen Coeffieienten a,,, sei f. Damit dann A == f (mod. k) 


sei, ist nothwendig und hinreichend, dass diese Congruenz in Bezug auf 


Jeden der Moduln p", p'”,... erfüllt wird. Sei p? die höchste Potenz von 


p, welehe in den Üoeffieienten a,,, sämmtlich aufgeht. Ist on, so ist 


f genau durch p? theilbar. Ist also «a,,, einer derjenigen Coeffieienten, die 
genau durch p* theilbar sind, und setzt man 


1 d,, u f 


z, m (mod. p""*), 
Pr PN 


und falls @, , y von z, A, u verschieden sind, 


.,=, y= 


.=0—0 »=0I9, 3,=0 (modp"*), 


’ 
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theilbar. Ist aber en, so ist f durch p” theilbar, und folglich ist für 
alle Werthe der Unbekannten A= f (mod.p”). Man kann daher die Un- 
bekannten &, (mod.p) r Zahlen congruent setzen, die nieht sämmtlich dureh 
p theilbar sind, und ebenso die Unbekannten y; und die Unbekannten z,, 
Auf dieselbe Weise verfahre man mit den Faetoren p'”, p"”, ... des 


“ 


so ist A=f (mod.p”), und keine der drei Zahlen x,, y;, 3, ist durch p 


Moduls % Sind ferner q, q', ... beliebig gegebene von p, p', ... ver- 
schiedene Primzahlen, so setze man in jeder Reihe von Variabeln eine 
eongruent 1 (mod.g), eine congruent 1 (mod.gq’) u.s. w. >o erhält man zur 
Bestimmung jeder einzelnen Variabeln ein System von Congruenzen, deren 
Moduln relative Primzahlen sind, und denen man daher allen gleichzeitig 
genügen kann. Die so gefundenen Werthe haben die Eigenschaft, dass 
die Variabeln jeder Reihe mit pp’...qg'... keinen Divisor gemeinsam haben. 

z. Bb. ist eine Determinante »!e? Grades, in welcher die Elemente 
der ersten m (<n) Zeilen gegebene Zahlen, die der letzten n—m Zeilen 
Variabeln sind, in Bezug auf die Elemente jeder dieser letzten Zeilen eine 
homogene lineare Function, und die Coeffiecienten dieser (a—m) fach linearen 
Function sind die Determinanten mten Grades, die sich aus den Elementen 
der ersten m Zeilen bilden lassen. Ist daher f der grösste gemeinsame 
Divisor dieser Determinanten und des Moduls k, so kann man den Elementen 
der n—m letzten Zeilen solche Werthe ertheilen, dass die ganze Determinante 
eongruent f (mod.A) wird. Ist speciell m=1, sind also » Zahlen p,. pa -.. p. 
oegeben, die mit dem Modul den grössten gemeinsamen Divisor f haben. 
so kann man eine Determinante »te? Grades p.; = f (mod.%) bilden, in 
welcher p;=p; Ist. Dieser Satz gilt aber nur unter der Voraussetzung. 
dass » >1 ist. 

Sei jetzt A= Fa,,r.y; eine bilineare Form der m Variabeln &,,... x 
und der » Variabeln y,. ... %,, sei fi der grösste gemeinsame Divisor des 
Moduls % und der sämmtlichen Coefficienten a,,, und seien x, = p,. und 
Y> = 95 Werthe, die der Congruenz A == fi (mod.k) genügen, und zwar 
solche Werthe, dass weder die m+1 Zahlen p,. und k, noch die a+1 Zahlen 
g; und k einen Divisor gemeinsam haben. Dann kann man, falls die 
Zahlen m und » beide grösser als 1 sind, eine Determinante m!“ Grades 
pP... = 1 und eine Determinante „te Grades 'q55 = 1 (mod.#) bilden. 


‘ 


Dureh die Substitutionen 


Be e „ N 4 
Du 2 <P,a y» Ys —— 135%» 
Y [4 


» 


















je 


CS 





Br SER ES en >" © e Y 





Ä 
" 
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oeht die Form A in 
r 


R Y E . » 
fı€ = ı— 0,54 „45 


iiber. wo 


hıc6ı Sp. wfı (mod.k), N 


Br; BA% 2 
also =] mod. 2, ist. Mithin ist 


s f s ' i ki \ 
Ü — (Lit Cart 46.10) Yıt C12 Yo ut Te: r C,, y.+A: (mod. / ). 
Wo 
A, — <| C, ar C,ı Cı5) T, Y 


die Variabeln z,. y, nicht enthält. Setzt man daher 


/ 


It 63 Dot + 6,1 cn > I Yı7 C 12934 + +06u% -Y» 


so geht C in z, y,—+A, über, und folglich lässt sich (wenn man die Striche 
bei den neuen Variabeln unterdrückt) A durch Substitutionen, deren Deter- 
minanten eongruent 1 (mod.k) sind, in iz,y,+fı A, (mod.%k) transformiren. 
wo A, nur die Variabeln &,, ... £.; %2, -.. 9. enthält. 


Ist aber z.B. m=1, also 
A= (Au Yyıtazyat ‘tan Yn): 
so kann man nach Satz I. die Congruenz 
AıYyıt dat + 4,9, fi (mod. %) 

dureh » Zahlen y;= q,, befriedigen, die mit % keinen Divisor gemeinsam 
haben, und dann, falls »>1 ist, ganz wie oben verfahren, also, da p,, = |] 
ist, A durch Substitutionen, deren Determinanten eongruent 1 sind, in fix Y: 
transformiren. Ist aber auch » = 1, also q,, relativ prim zu %k, so geht A 
dureh die Substitutionen x, 1, Yı (11%, deren Determinanten relatiı 
prim zu %k sind, in fxz,y, über. 

Sind die Coefficienten von fA, nieht sämmtlieh durch %# theilbar, 
und ist ff; der grösste gemeinsame Divisor dieser Coeffieienten und des 
Moduls %, so kann man f, A, auf die nämliche Weise in 


fi ©: y+fı, A; (mod. %) 
transformiren, wo A, nur die Variabeln z;, ... ©,: %, -.. y, enthält, und 
dies Verfahren kann man so lange fortsetzen, bis man zu einer Form 
fif...f,A,.;,, gelangt, deren Coefficienten alle eongruent Null (mod.%) sind. 
Die Zahl r kann nicht grösser sein, als die kleinere der beiden Zahlen m 
und ». Die Form A lässt sich also durch Substitutionen, deren Determi- 
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nanten relativ prim zu k sind, in 


G= ey keyptffkhuyt +fif-..fr,y, (mod. k) 
transformiren, oder wenn man 
hof = 9; 
setzt, in 
G= gay tRmYy+ + g,%,Y,; 

wo 9, durch g,-, und k durch g, theilbar und k>>g, ist. Nennt man also 
eine Form &g,,x2,y, der r+r Variabeln ©, ... ©; Yı, ».. 9,, In weleher 
9. =V ist, falls eg von o verschieden ist, g,, <%k ein Divisor von k und 
durch g,_,,., theilbar ist, eine redueirte Form (mod.k), so ist damit der 
Satz bewiesen: 

ll. Jede bilineare Form ist (mod.k) einer reducirten Form äquivalent. 

Die Untersuchung, ob zwei redueirte Formen äquivalent sein können, 
stützt sich auf den Begriff des Ranges einer Form (mod. k). 


S. 15. Der Rang einer bilinearen Form in Bezug auf einen Modul. 

Zwei Systeme von je m linearen Formen heissen (mod. k) eongruent. 
wenn die Coefficienten des einen der Reihe nach den entsprechenden Üoef- 
ficienten des andern congruent sind. Sie heissen (mod. k) äquivalent, wenn 
jedes durch lineare Substitutionen in ein dem andern eongruentes System 
transformirt werden kann. 

I. m lineare Formen von beliebig vielen Variabeln sind (mod.k) m 
andern äquivalent, die von höchstens m Variabeln abhängen. 

Sind 

A,=A4ı1Yıt aayıt + And. =12..M) 
m (-_n) lineare Formen, so kann die bilineare Form 
A= ZA. = Za,5%uY3 
durch Substitutionen 


2, = 2 HE = 455%5, wol... Bdm1..n) 


deren Determinanten relativ prim zu k sind, in eine redueirte Form 31 9,2, y, 
transformirt werden, wo r “m ist. Demnach ist 


Sa, =bsg | o=1l..f), au; = (d=erHl,...n), 


1 


una mithin gehen die m Formen A, durch die Substitution Y5 = gz5Y5 in 











So 
er 
nd 


er 


nt. 


N. 


nt, 
ef- 
nn 
m 


m 


in 
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die m Formen 


A = bag ytbagyt"+brgrY 
über, welehe von r <- m Variabeln abhängen. 

In einer Klasse (mod.%k) äquivalenter bilinearer Formen muss für 
diejenigen Formen, für welche die Anzahl m+n der Variabeln &,, ... x 
Yır »-- 4. ein Minimum ist, m=n sein. Denn ist in der Form A z. B. 
m <n, so ist A einer redueirten Form äquivalent, die von höchstens m-+ m, 
also von weniger als m+n Variabeln abhängt. Enthält eine Form einer 
Klasse r+r Variabeln und keine weniger als r+r Variabeln, so heisst r 
der Rang der Klasse (mod.k) und auch der hang jeder einzelnen Form 
der Klasse. 

Sei A eine Form vom Range r (mod. k) und A’ = Fa,,r,y, eine 
ihr (mod.A) äquivalente Form von r+r Variabeln. Enthält A die Form 5, 
so kann auch A’ durch lineare Substitutionen 


— 3: ’— ’ \ 
(1.) DE pur WES AN CA: E05 Po ne 2 
in 5 transformirt werden. Ist die Anzahl der Variabeln x, [ys] nicht 7 


so können die r linearen Formen x,[y;] durch Substitutionen 


v 04 
‘ Pr / 


(2.) 2. z_Sr.,.% WZEShN:; 
deren Determinanten relativ prim zu A sind, in r Formen 


7a 24 
/ 


( 3. T 3 I,» Ys zS A 77 Y | 
pr 


transformirt werden, die von höchstens r Variabeln abhängen. Geht die 
Form B dureh die Substitutionen (2.) in B’ über, so wird A’ durch die aus 
(1.) und (2.) zusammengesetzte Substitution (3.) in B’ transformirt. Da 
aber die Congruenzen (3.) höchstens r der Variabeln x, [y;] enthalten, die 
in den Congruenzen (2.) vorkommen, so hängt die Form B’ von höchstens 
r+r Variabeln ab, und mithin ist ihr Rang nicht grösser als r. Da die 
Determinanten der Substitutionen (2.) relativ prim zu % sind, so sind die 
Formen B und B’ äquivalent, haben also denselben Rang. Daraus folgt: 

ll. Ist B (mod. k) unter A enthalten, so ist der Rang von B (mod. k) 
nicht grösser als der Rang von A. 

Ist A ein Divisor von %, so ist B auch (mod.h) unter A enthalten, 
und daher ist der Rang von B (mod.%k) nieht grösser als der Rang von 
eilt: 


A (mod.h). Ich werde zeigen ($. 17), dass auch umgekehrt der Satz g 
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Ill. Damit B (mod.k) unter A enthalten sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass in Bezug auf jeden Divisor von k der Rang von B nicht 
grösser als der Rang von A ist. 

IV. Damit zwei Formen (mod.k) äquivalent seien, ist nothwendig und 
hinreichend, dass sie in Bezug auf jeden Divisor von k denselben Rang haben. 

Ich werde sogar nachweisen, dass diese Bedingung nicht für alle 
Divisoren von A erfüllt zu sein braucht, sondern nur für gewisse Divisoren 
von k, welche ieh die Invarianten von A (mod.%k) nennen werde. Diese 
I'heoreme zeigen, welche Bedeutung der Begriff des Ranges in Bezug auf 
einen Modul für die Theorie der bilinearen Formen besitzt. Sie folgen un- 
mittelbar aus dem Matze, dass, wenn 

G = gaYyıt'"+9,%,9Y, 
irgend eine der Form A (mod.k) äquivalente redueirte Form ist, die Zahl 
r gleich dem Range von A ist. Der Beweis desselben ($. 17) beruht auf 
der folgenden Untersuchung. 


S. 16. Die Anzahl der Reste eines Systems linearer Formen in Bezug auf einen Modul. 
Zwei Systeme von je » Zahlen a. &, ... a, und b,, b, ... b, 
—— b. 


Ma 


heissen (mod. #) eongruent, wenn gleichzeitig = b, = b,, ... a 
ist. Ist A= IDa,,2,%9s, So bezeichne ich die Anzahl der (mod.%) incon- 
sruenten Werthsysteme, welche die m linearen Formen 

(1.) 2. = A, = Aa. fı taaypt'"+a.Y 

OLa 
darstellen können, mit (A, A). Geht A durch die Substitutionen 
%. E Petit Ppa rt "+ Pre lıs 
(2.) Yy=z gay tga ++ gad: (mod. A) 

in B= I b,,x,y, über, und setzt man 

3 =B,= b,ıY: -+ b.»Yy2+ +5,95 
so ist vermöge der Congruenzen (2.) 

(3.) b, == Pa A, +PppA2 ++ Pym Am 
Sind nun b,, da, ... db, irgend r Zahlen, welche durch die r Formen B, 
(mod.%) dargestellt werden, so giebt es Zahlen y,, Y:, -.. Y,, die den Uon- 


gruenzen 


buy tönt +tb,y mb, g=-1,2%..P) 
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Genüge leisten. Jedem dieser Werthsysteme entsprieht dureh die Formeln 


(2) ein bestimmtes Werthsystem Y,. 9. -:- 9%, und mithin dureh die 
Formeln (1.) ein Werthsystem A =a,. 4: G., :.. A,=a,.. Jedem 
Werthsysteme, das durch die Formen B, dargestellt wird, entsprechen also 
ein oder mehrere Werthsysteme, die durch die Formen 4A, dargestellt 
werden (aber nieht umgekehrt). Sind 5b, und b, zwei verschiedene Rest- 
systeme der linearen Formen B,, ist «a, ein dem Systeme b, entsprechendes 
Restsystem der Formen A,, a, eins der dem Systeme 5b, entsprechenden, 
so können die beiden Systeme von je m Zahlen a, und a, nieht eongruent 


sein. Denn sonst wäre zufolge der Relationen (3. 
b, Bat ta Et tn b.. 


Mithin ist die Anzahl der ineongruenten Werthsvsteme, die durch die Formen 
B, dargestellt werden können, (B, k)——- (A, h). Es lässt sich zeigen, «dass 


sorar der Satz gilt: 


I. Ist B (mod.k) unter A enthalten, so ist (A, Äh) durch (BD. k\ theilbar. 


Enthalten A und B sich gegenseitig, so ist nicht nur (D, % A, k). 
sondern auch (A, k) —— (B, k). 

II. Sind A und B (mod.k) äquivalent, so ist (A, = (B, k). 

Ist daher A ein Divisor von %k, so ist auch (A, h)=(B,h). Ich werde 


beweisen, dass auch umgekehrt der Satz gilt: 

Ill. Damit A und B (mod.k) däquivalent seien, ist nothwendig und 
hinreichend, dass für jeden Dieisor h von k die Zahl \A,h)= ‘BD, h\ ist. 

It @= F&g,x,y, eine redücirte Form, der A äquivalent ist, so ist 
(A,k)=(@G,k). Da @ symmetrisch ist, so unterscheiden sieh die Formen 
o@G 


a 0oG . . . . 
von den Formen nur durch die Bezeichnung der Variabeln. und 
äs, ; 


Y, 
mithin stellen die einen ebenso viele (mod.%) incongruente Zahlensysteme 
dar, wie die andern. Daraus folgt: 
IV. Die Anzahl der (mod.k) incongruenten Zahlensysteme. welche die 
m Formen 
Aıyı Faayıt'+anY: =1, 2... 
darstellen können, ist eben so gross wie die Anzahl der (mod. k) incongruenten 


Zahlensysteme, welche die n Formen 


» | » | | yp I — ] ») | 
Ad; X, rd, T A, Dal. 2. 8 


4} I 


darstellen können. 
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Da % durch g, theilbar ist, so ist die Anzahl der (mod. k) incongruenten 


nn 


r " ot mr ’ 
Zahlensysteme, welche die r Formen ——- = 9,9%, darstellen können, gleich 


on 


k k k 
P k a — .».e.0— . 
en ) 9% 


und folglich ist auch 
Wr, Bo 


eemeinsame 


Ist allgemeiner % ein Divisor von k, und ist p, der grösste & 


Divisor von h und g,, so ist 
e h h h 
(G,h) = .. 
P, P; Pr 
und folglich, da A und @ auch (mod.h) äquivalent sind, 


I 
(4,4) = N). 


$. 17. Enthaltensein und Aequivalenz (mod. %). 


Sei s der Rang der Form A (mod.k), C eine der Form 4A äqui- 
valente Form von s+s Variabeln, und 
G= 1a Yyı + MmYyıt'+9,7,Y, 
eine redueirte Form von A, also auch von ©, Ist h ein Divisor von %k 
können die s linearen Formen (, = > 


OL, 
welches sie (mod.%) darstellen können, auch (mod.%h) darstellen. Einem 


. S0 


ein Werthsystem &, ©, ... €, 


este (mod.h) entsprechen — heste, die (mod.%) verschieden sind. Einem 

k " " 

Restsystem €,, &, ... e, (mod.h) entsprechen daher ( n) estsysteme, die 

(mod.4) verschieden sind. Einem Werthsysteme ec, &, ... e,, welches die 

Formen C, (mod.h) darstellen, können folglich höchstens (-—-) (mod. %) 
l 


verschiedener Werthsysteme entsprechen, welche diese Formen (mod. %) 
(C, k) FE ll ( k ) 
(Gh) =\h 


(C, h) = I1( n ), (Ch) = IM ); 


darstellen, und mithin ist 
Ist h=g,, so ist 


und folglich 
(Gh) __ 62 z. 
Ch  \n/ 


# 
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ne,“ 
ja a 
EP GE er 


N Daraus ergiebt sich, dass r —s ist. Da aber s der Rang von A, also auch 
h E° von @ ist, und @ von r+r Variabeln abhängt, so ist sr. Mithin ist 


r—=s und folglich hat die Zahl r für jede redueirte Form von A den näm- 
lichen Werth. Aus diesen Betrachtungen folgt: 
I. Der Rang r einer Form A (mod.k) ist dadurch bestimmt, dass 


es Divisoren h von k giebt, die kleiner als k sind und für welche 


(A,k) on kN 
zu (A,h) \ 1) 


ist, aber keinen Divisor h von k, für welchen 
(A,k) _ T: ) 
(A, h) h 


Ist % ein Divisor von %, ist p, der grösste gemeinsame Divisor von 


ist, 


h und g, und ist y=g, eine Wurzel der Congruenz g,y = p, (mod.h), so 
seht @ durch die Substitution x, = x,, Y, = q,y, (mod.%k) in 
0 = pzYyıt'-+p,2,y, (mod.%) 


über. Da umgekehrt Q durch die Substitution 


E 
Io 
I,= 7, = D, Y, 

in @ transformirt wird, so sind @ und Q (mod.A) äquivalent. Da g, dureh 
o 9, theilbar ist, so ist auch p, durch p,_, theilbar. Da ferner % dureh p, 
theilbar ist, so muss, falls p,,, = %h ist, auch 
N OR MORE SIE Em 
n sein. Ist nun p, <h, so ist ( (wenn man die Striche bei den neuen 
| Variabeln unterdrückt) der Form 
| P= pas y+tpYp+'"+p,x,y, (mod.k) 
e 


congruent. Diese aber ist, weil p, durch p,_, und k durch p, theilbar und 
hp, ist, eine redueirte Form von A (mod.k). Die Zahl s ist folglich 
der Rang von A (mod.%), hat also für jede redueirte Form von A (mod.k) 
denselben Werth. Sie ist dadurch bestimmt, dass g,;, durch % theilbar ist. 
nicht durch 


oO 


g, aber nicht. Der Rang von A (mod.%) ist also —e, falls g 
h theilbar ist und <oe, falls g, durch % theilbar ist, und umgekehrt, wenn 
der Rang von A (mod.h) <e ist, so sind g,, 941, -.. durch % theilbar, und 
wenn er —g Ist, so sind g,, 9-1, -.. nicht durch % theilbar. 

Sei A’ (mod.%k) unter A enthalten und 


vr / 4 ! u / / 
G = Lk fı  RTeYır tg TH; 
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eine redueirte Form von A’. Ist dann Ah ein Divisor von k, so ist @' (mod. h) 
unter @ enthalten und folglich ist nach Satz II, $. 15 der Rang von @’ (mod. h) 
nicht grösser als der Rang von @. Ist le so ist der Rang von 
A (mod.k) <Ze, und mithin ist auch der Rang von A’ (mod.h)<o. Daraus 
folgt aber, dass g, durch A=g, theilbar ist. Ist umgekehrt g, durch g, 
theilbar, so geht @ durch die Substitutionen 

1) =. (=132,..r) (mod.k), 


G ’ 
„22, (vwi! 
Io > 


), y„=0dy, (t=s+l, 
in @ über, und folglich ist A’ unter A enthalten. 

Ist speciell A= A’, sind also @ und @ zwei redueirte Formen von 
A, so ist r=s, und es ist nicht nur g, durch g,, sondern auch g, durch g, 
theilbar und mithin ist g,=g,. Es giebt also in jeder Klasse nur eine 
redueirte Form, oder eine Klasse wird durch die Coetfieienten der sie re- 
präsentirenden Redueirten vollständig charakterisirt. Daher soll g, die og" 
Invariante von A (mod.k) genannt werden. Ich setze fest, dass, falls oe >r 
ist, g, = k sein soll. 

Aus den obigen rg“ ergeben sich zunächst die Sätze IIl 
und IV, $. 15, I und 11, $. 16. Ferner folgt aus ihnen: 

Il. Damit eine Form b (mod.k) unter A enthalten sei, ist nothwendig 
und hinreichend, dass die o' Invariante von B (mod.k) durch die o' In- 
variante von A (mod.k) theilbar ist. 

Ill. Damit zwei Formen (mod, k) äquivalent seien, ist nothwendig und 
hinreichend, dass die Invarianten der einen (mod.k) der Reihe nach den In- 
varianten der andern gleich sind. 

IV. Ist g, die g'% Invariante von A (mod.k) und ist h ein Divisor 
VOR g,;1, der nicht in g, aufgeht, so ist s der Rang von A (mod.h). 

Aus dem letzten Satze ergiebt sich die Folgerung: 

V. Ist g, die o' Invariante von A (mod.k), durchläuft h der Reihe 
nach alle Dieisoren von k vom grössten bis zum kleinsten, ist r, der Rany 
von A (mod.h), so ist, falls in der Reihe r, (k=k,...1) die Zahl r, nicht 
kleiner ist, als alle vorangehenden Zahlen, keine der Invarianten g, gleich g: 
falls aber r, um u kleiner ist, als die kleinste der vorangehenden Zahlen, so 
sind genau u der Invarianten g, gleich g. 

Nach $. 14 kann die Form A in ihre reducirte Form @ durch Sub- 
stitutionen transformirt werden, deren Determinanten relativ prim zu k sind, 





„1 





7 
® 
= 

E41 
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und dureh die inversen Substitutionen, deren Determinanten ebenfalls relativ 
prim zu k sind, geht @ in A über. Sind nun A und B zwei äquivalente 
Formen und betrachtet man sie als von gleich vielen Variabeln x, und 
oleich vielen Variabeln y; abhängig, so kann man A in@G und G@ in B 
und folglich auch A in B durch Substitutionen transformiren, deren Deter- 
minanten relativ prim zu % sind. 

VI Sind zwei Formen (mod.k) äquivalent, so können sie durch Sub- 
stitutionen in einander transformirt werden, deren Determinanten relative prim 
zu k sind. 


$. 18. Adjungirte Systeme linearer Formen in Bezug auf einen Modul. 
Sei A= Fa,,r,y; eine bilineare Form und seien 


) 


1) 1b, Yz=bs -:-- „zb, (mod.k) BuL22.... 


n 


mehrere Lösungen der m homogenen linearen Congruenzen 


2) A,=aunyıta.yp+ ta,» =0 (mod.k) (u=1,2,...m). 


Seien A, Ar, ... h, die Invarianten der Form B= Fb,,x,y;, also h,=k, 


falls » grösser als der Rang von Bist. Dann kann B durch Substitutionen 
C, = Sr ‚Las %5 < 1,9%, > 
| 


deren Determinanten relativ prim zu k sind, in die der redueirten Form 
eongruente Form 
B= ZAz,J, 
transformirt werden, so dass also 
>) be; VER nu Nas h, 
ist. Weil nun nach der Voraussetzung 
SG, b,s 0 


a 


ist, so ist folglich auch 


— PP YET PT 7 En ER von 
a@,p “ 
oder wenn man 
Sat = 4 
[74 } 
setzt, 
a,h, = 0 (mod.%). 


Weil k durch A, theilbar ist, so ist daher 


k 

I 

a =. B 
4 h, uv) 
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wo die Grössen #,, ganze Zahlen sind. Die Form 


Ar. ö 
G = E29, Mg 


geht mithin durch die Substitutionen 


Ä | | 
1 A 1, e va 
in 
E29 > h eu ei Are i 
— im Un h A a Y, — = A T, Y, 
i 
« “ . 
über. Diese aber geht aus der Form A=>a,;x,y; durch die Substitutionen 
u u 
Tu Ze Ts Ys u . 1,9%, f 
hervor, deren Determinanten relativ prim zu k sind, ist also äquivalent mit | 
k k i ’ N u u. 
A. Da - durch r theilbar ist, so ist @, falls man die Glieder mit 
v y+1 
1 ae " a . . \ . : h 2’ 
den Coeffieienten k weglässt, eine redueirte Form, und folglich ist n 
y n—v-+] R 
die vt® Invariante von @. Seien 9, 92, --. 9, die Invarianten von A, also 
g,=k, falls » grösser als der Rang von Aist. Da A’, also auch A, unter 
@ enthalten ist, so ist nach Satz Il, $. 17 g, durch n oder g,h,_..: 
n—y+1 
durch %k theilbar. 
i ind 9. 9a: ».. 9, die Invarianten (mod.k) des Coefficientensystems ( 
l. Sind 9,9, 9, die I ten (mod.k) des Coefficient { 
u A (= 1238...) | 
“En J 
und h,. hr, ... h, die des Coefficientensystems 
bi» b23; . u . b,; (P — u m 3. ... 
und ist 
Aabıataab;+ tab, = 0 (mod. k), 
so ist g,h,_,.ı durch k theilbar. ' 
Die homogenen linearen Congruenzen (2.) werden, falls ihnen die \ 
Werthe (1.) genügen, auch durch alle Werthe befriedigt, welche die linearen 
Formen 
: = Wh m 5" — ” 

(9.) Yı u bis 23» Y: — b2323, ... Yn — Inß 3 t 
annehmen können. Stellen diese Formen alle (mod. %) ineongruenten Lösungen 
der Congruenzen (2.) dar, so heisst das System der Lösungen (1.) ein 
Fundamentalsystem und die linearen Formen 


b; 2. b13%ı+ b2; Ct me b.g% 


“es 


heissen den Formen A, (mod.k) adjungirt. Die Anzahl der incongruenten 
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Lösungen der Congruenzen (2.) ist ($. 11, VIII) gleich /7g,, die Anzahl 

ö \ de . k . . 

der ineongruenten Reste der Formen (3.) gleich I- - Damit also die 
} 


. 
Lösungen (1.) ein Fundamentalsystem bilden, ist ($. 11) nothwendig und 
k 
h, 


(g.h,)\(gh.-1)..-(ghı) = K 


oder 


hinreichend, dass //g, = TI- 


ist. Da aber g,h,_,;, durch %k theilbar, also —% ist, so kann diese Gleichung 


nieht anders bestehen, als wenn für alle Werthe von v g,h, ,., = k ist. 
ll. Sind g,. 9, ... 9. die Invarianten eines Systems linearer Formen 
r ’ e k k I ’ ’ i 
von n Variabeln (mod. k), so sind a, “EL die Invarianten der ihnen 
: 9, gG, In 


(mod. k) adjungirten Formen. 
Aus den obigen Erörterungen ergiebt sich leicht, dass die kleinste 


Anzahl von Lösungen. aus denen sieh alle andern zusammensetzen lassen. 
tes) 


k h 

-1, also k und —Kk, 
9: Is+1 

so ist der Rang von DB gleich »—s. Mit Hülfe des Satzes II, $. 19 ergiebt 


n 


gleich dem Range von Bist. Ist ,=1 und g,,, > 
sich daraus: 

Ill. Wenn in einem System homogener linearer Congruenzen (mod. k) 
zwischen n Unbekannten die Determinanten (s+1)!® Grades und der Modul 
einen Divisor gemeinsam haben, die Determinanten s'“" Grades aber nicht, so 
besitzen die Congruenzen ein Fundamentalsystem von n—s Lösungen, aber kein 


Fundamentalsystem von weniger als n—s Lösungen. 


* 


$.19. Die Beziehungen zwischen den Invarianten (mod.k) und den Elementartheilern. 

Ist d, der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten ten Grades 
der Form A vom Range / ($. 1), und ist 
von A (also e,=0, falls A>7 ist), so kann A dureh unimodulare Sub- 
stitutionen in die Normalform 


— e, der 4 Elementartheiler 


F= ea yır Bm Yyıt te, Y 
transformirt werden. Ist e,,, durch 4 theilbar, e, aber nicht, und ist g, der 
grösste gemeinsame Divisor von Ak und e,, so ergiebt sich auf demselben 
Wege, auf dem in $. 17 die Aequivalenz der Formen @ und P bewiesen 
ist, dass F der Form 
G = gaYt pa Yy+'+g,x,Yy, (mod.%) 
äquivalent ist. Diese aber ist, weil g, durch g,-, und %k durch g, theilbar 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 15 
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und k >g, ist, die Redueirte von F, also auch von A (mod.k), und mithin 
ist r der hang und g, die ot° Invariante von A (mod.k). Daraus folgt: 

I. Ist der (r+1)'* Elementartheiler einer Form durch k theilbar, der 
r'* aber nicht, so ist r der Rang der Form (mod.k). 

ll. Die o' Invariante einer Form (mod.k) ist der grösste gemeinsame 
Dieisor von k und dem o'%* Elementartheiler der Form. 

Ist A’= A+KkU eine der Form A congruente Form und ist e, der 
o'° Elementartheiler von A’, so ist folglich g, auch der grösste gemeinsame 
Divisor von k und e,, und daher geht g, in die ote% Elementartheiler aller 
mit A eongruenten Formen auf. Da — und - relative Primzahlen sind, 
2 to; 
a 
ist. (Greht durch die unimodularen Substitutionen, welche F in A trans- 


so kann man eine Zahl oe, so bestimmen, dass relativ prim zu e 
formiren, die Form 
V’= va Yy+9% m Y + +0 Y 

in U über, so ist die Form A+kU= A’ der Form F+kV äquivalent, und 
daher bilden die 7 Zahlen e,;+ke, ein System zusammengesetzter Elementar- 
theiler von A’ (8.6). Zufolge der Regel, wie man aus einem solchen 
System die normalen Elementartheiler berechnet, ergiebt sich daraus, dass 
der 4'° Elementartheiler e, von A’ das Produet aus g, in eine Zahl ist, die 
relativ prim zu e,, also auch zu e, ist. Daher ist g, der grösste gemein- 
same Divisor von e, und e:. 

Ill. Die o' Invariante einer Form A (mod.k) ist der grösste gemein- 
same Divisor der o'%* Elementartheiler aller mit A (mod. k) congrıtenten Formen. 

Desshalb habe ich die Zahl g, auch den g%* Elementartheiler (mod. k) 
von A genannt. In $. 11 bin ich von der folgenden Definition ausgegangen: 

IV. Der grösste gemeinsame Divisor (mod.k) der Determinanten 4“ 
Grades einer Form A ist der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
‚en Grades aller mit A \mod.k) congruenten Formen. 

Daraus habe ich den Satz abgeleitet: 

V. Der grösste gemeinsame Divisor h, der Determinanten ke" Grades 
von A (mod.k) ist der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 

(1.) d,, d,_ık, d,_.k’, ua k’. 

Mithin ist A, auch der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 

(2.) Bi RER RR 

(3.) e;d;_ı, e,d, ok, e,d;_;K', u‘ e;d, ee eh". 
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Denn die Zahlen (2.) und die erste der Zahlen (3.) sind zusammen die 
Zahlen (1.), und jede der übrigen Zahlen (3.), e&;d,;_,%°”' ist ein Vielfaches 
0 | theil- 


bar ist. Der grösste gemeinsame Divisor von den Zahlen (2.) ist kh,_ı. 


einer der Zahlen (2.), d; „k"=e_,,ıd,_,k', weil e, dureh e 


0 Ö / 


der von den Zahlen (3.) e,h;_,, der von k und e, ist g,, also ist der von 


Ak» 
den Zahlen (2.) und (3.) h,;=g;h,_,.. Daraus folgt: 

Vl. Ist (mod.k) g, der 4“ Elementartheiler und h, der grösste ge- 
meinsame Divisor der Determinanten 4 Grades einer Form, so ist 


h; 
=, Mg gi 


8.20. Transformation durch unimodulare Substitutionen. 


I. Wenn die n Zahlen a,., a,..... a, und der Modul k keinen Divisor 


gemeinsam haben, und wenn n >| ist, so kann man n ihnen (mod.k) con- 
gruente Zahlen finden, die unter sich keinen Divisor gemeinsam haben. 

In $.4 habe ich bewiesen, dass man, wenn die 2» Zahlen a,, b 
keinen Divisor gemeinsam haben und die Determinanten a,b,;—a,;b, nicht 
sämmtlich verschwinden, eine Zahl x so bestimmen kann, dass die » Zahlen 
a,+b.xe keinen Theiler gemeinsam haben. Sind also die » Zahlen «a, nicht 
alle einander gleich, so kann man x so wählen, dass die » Zahlen a,+kx 
keinen Divisor gemeinsam haben. Sind sie aber alle gleich, so ersetze 
man sie zunächst durch » ihnen (mod.%) eongruente Zahlen, die nicht alle 
gleich sind. 

Beiläufig bemerke ich, dass sich der eben benutzte Satz folgender- 
massen verallgemeinern lässt: 

ll. Wenn in einem System nicht homogener linearer Functionen die 
Determinanten zweiten Grades nicht sämmtlich verschwinden, so kann man den 
Variabeln solche Werthe ertheilen, dass die Werthe der Funclionen keinen 
grösseren Divisor gemeinsam haben, als ihre Coefficienten. 

Die in $. 14 ausgeführte Umformung beruht darauf, dass man m Zahlen 
P., die mit k keinen Divisor gemeinsam haben, und » Zahlen g,, die mit 
; keinen Divisor gemeinsam haben, so bestimmen kann, dass Ia,sp.g3- :f 
(mod.%) wird, wo f der grösste gemeinsame Divisor von k und den Coef- 
ficienten a,; ist. Dabei kann man, falls m=1 ist, p, =1 setzen. Ist nun 
m — 1 und a>1, so kann man nach Satz I die m Zahlen p. für sich 
ohne gemeinsamen Theiler voraussetzen und ebenso die » Zahlen g;,. Ist 
15 * 
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aber m=n=|1, so kann man p,=1 und g, relativ prim zu %k wählen. 


u: i a k \ u 
Die Zahl g, wird aus der Congruenz —-y= 1(mod. —-) gefunden, ist also 
oO f f oO I 


k ” 
nur (mod. 7 ) bestimmt. 


Wenn aber die in $. 14 benutzten m Zahlen p,. keinen Divisor ge- 
meinsam haben, so kann man die dort construirte Determinante m'e» Grades 
‚P,.| nicht nur =], sondern nach Satz I, $.2 sogar = +1 wählen und 
folglich die ganze Umformung in $. 14 mittelst unimodularer Substitutionen 
ausführen, ausgenommen, wenn man einmal auf eine Form A, von 141 
Variabeln kommt. Dies kann aber, da A, als von (m—o) + (n—o) Variabeln 
abhängig zu betrachten ist, nur bei dem letzten Schritte eintreten und auch 
dann nur, wenn m=n=r ist, also der »t® Elementartheiler von A nicht 
dureh % theilbar ist. Dann kann man nur die eine der beiden Substitutionen 
unimodular machen. Wendet man auch in diesem Falle nur unimodulare 


Substitutionen an, so geht A in eine der Form 


H . Arıyıt "+9, ı Tu-1ı Yu td (mod. %) 


eongruente Form A-+KkV über, wo g, die vte Invariante von A (mod.%k) ist. 


. r . . hi \ . . 
Die Zahl g ist nieht (mod.%k), sondern nur (mod. — ) bestimmt. Ist die 


Iu 
Determinante (»te" Grades) von A gleich a, so ist auch die von H+AkV 
gleich a, weil diese Form durch unimodulare Substitutionen aus A hervor- 
eeht. Entwickelt man die Determinante von H-+kV nach aufsteigenden 
Potenzen von k, so ist das Anfangsglied 9,9:...9,9, und alle folgenden 
Glieder sind, weil # durch g, und g, dureh g,_, theilbar ist, durch 9,9: ...9,_. 
theilbar. Mithin ist «= 9,9...9,9 (mod.g,9:...9,_,%) oder 
a k 
ge - —— (mod. ) 

91 +*-In-19n In 
Es ergeben sich also die Sätze: 

Ill. Sind zwei bilineare Formen (mod.k) äquivalent, so kann die eine 
durch unimodulare Substilutionen in eine der andern congruente transformirt 
werden, ausser wenn in ihnen die Anzahl der Variabeln jeder Reihe dem 
Range gleich ist. 

IV. Ist in zwei (mod.k) äquivalenten bilinearen Formen die Anzahl 
der Variabeln jeder Reihe gleich dem Range n, und ist h der grösste gemein- 
same Divisor ihrer Determinanten (n—1)' Grades (mod.k), so ist, damit die 


eine durch unimodulare Substitutionen in eine der andern congruente trans- 
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formirt werden könne, nothwendig und hinreichend, dass ihre Determinanten 
n'® Grades (mod.hk) congruent sind. 
Ferner ergiebt sich, dass, wenn A und B (mod.%) äquivalent sind, 


stets A in eine der Form B congruente Form dureh zwei Substitutionen 


transformirt werden kann, deren eine unimodular ist. Dieser Satz lässt 
sich (vgl. $. 17 (1.)) so verallgemeinern: 

V. Ist B (mod.k) unter A enthalten, so kann A in eine der Form B 
congruente Form durch zwei Substitutionen transformirt werden, deren eine 
unimodular ist. 

Der Satz IV hat auch in der Theorie der absoluten Aequivalenz 
ein Analogon. Während man nämlich zwei äquivalente Formen im All- 
gemeinen durch zwei Substitutionen in einander transformiren kann, deren 
Determinanten beliebig gleich +1 oder —1 sind, muss in dem Falle, wo 
in beiden Formen die Anzahl der Variabeln jeder Reihe dem Range „leich 
ist, das Produet der beiden Substitutionsdeterminanten gleich dem Quotienten 
aus den Determinanten beider Formen sein. 

Ist A= >a,,x,y, eine Form von a+r Variabeln, deren Determinante 
a,;,=1 (mod.%) ist, so sind ihre Invarianten (mod.%) g, sämmtlich 1, und 
ebenso ist die Zahl g=1. Daher lässt sich A durch unimodulare Sub- 
stitutionen in H+ kV transformiren, wo H=x,y,+-+x,y, ist. Wenn durch 
die inversen Substitutionen, die ebenfalls unimodular sind, —V in U über- 
geht, so wird durch dieselbe 4 in A+kU transformirt, und folglich ist die 
Determinante 'a,„+ka,,)=1, weil sie aus drei unimodularen Determinanten 
zusammengesetzt 18t. 

VI. Ist eine Determinante congruent 1 (mod.k), so kann man eine 
unimodulare Determinante constrwiren, deren Elemente denen der gegebenen 


Determinante der Reihe nach (mod.k) congruent sind. 


8.21. Enthaltensein einer Form unter einer andern. 


Wenn die Form A= Fa,;2,y; durch die Substitutionen 


u u WE u ae, 
= P,T %7 - 135%5 


’ 
in A= Fa,;2,y, übergeht, so heisst A’ (absolut) unter A enthalten. Zwei 
Formen, die sich gegenseitig enthalten, heissen äquivalent. In einer Klasse 
äquivalenter Formen enthalten diejenigen, welche die wenigsten Variabeln 
enthalten, von jeder Reihe gleich viele. Ist die Anzahl derselben gleich 
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!+1, so heisst / der Rang der Klasse und auch der Rang jeder Form der 
Klasse. Der Rang / einer Form A ist dadurch bestimmt, dass ihre Deter- 
minanten (/+1)'en Grades sämmtlich verschwinden, die Zen Grades aber 
nicht sämmtlich. Ist A’ unter A enthalten, so ist ($. 1) der Rang 7 von 


A nicht grösser als der Rang ! von A, und da dann A’ auch in Bezug 


0] 
en) 
auf jeden Modul % unter A enthalten ist, nach Satz II, $. 15, auch deı 
Rang von A’ (mod. k) nieht grösser als der von A. Sind e, und e, die te 
Elementartheiler, also 

F=>ezy, und F=>ezy; 
die Normalformen von A und A’, so ist nach Satz I, $. 19 der Rang von 
A (mold.e,) kleiner als 4, mithin auch der von A’, und folglich ist nach 
demselben Satze e, durch e, theilbar. Ist umgekehrt 77 und e;, durel 
e, theilbar, so geht F durch die Substitutionen 
(1.) T, = X, (d = 1. 2. ... I), 


MM . „. werll.f =0E Wuftl..D 
in F’ über. Daraus ergiebt sich der Satz (Einen speeiellen Fall desselben 
oiebt Herr Stephen Smith, Phil. Trans. vol. 151, p. 320; Proe. of the Lond. 
math. soc., 1873 vol. IV, p. 244.): 

I. Damit eine bilineare Form B unter einer andern A enthalten sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass der Rang von B nicht grösser ist als 
der Rang von A, und dass der 4‘ Elementartheiler von B durch den 4“ 
Elementartheiler von A theilbar ist. 

Da man A in F und F'’ m A dureh unimodulare Substitutionen 
transformiren kann ($. 5), so ergiebt sich aus den Gleichungen (1.) der Satz: 

Il. Ist B unter A enthalten, so kann A durch zwei Substitutionen 
in D transformirt werden, deren eine unimodular ist. 

Aus den Sätzen II, $.17 und Il, 8.19 tolgt ferner: 

IIl. /st der Rang I! der Form BD nicht grösser als der von A, ist der 
l Elementartheiler k von B durch den l!" Elementartheiler von A theilbar, 
und ist B (mod k) unter A enthalten, so ist B auch absolut unter A enthalten. 

Sind A und DB zwei bilineare Formen, so habe ich die Form 

ee 

Oy, Oz, 
aus A und D zusammengesetzt genannt (dieses Journal Bd. 84 8.2). Die- 
selbe wird aus A[b] erhalten, indem man die Variabeln x, [y;] ungeändert 
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ar 1 a ui oB oA 
‘lässt und die Variabeln y, [x,} dureh — au 
| Dun 


| | ersetzt, ist also sowohl 
r- h OLR 
unter A als auch unter B enthalten. Sind daher e,, e;, e, die A'en Klementar- 


ä theiler von P, A, B, so ist e, sowohl durch e,, als auch durch e, theil- 
“ bar. Ferner ist jede Determinante ten Grades von P eine Summe von 
Produeten je einer Determinante Aten Grades von A und einer von DB. Sind 
of daher d;, d,, d, die grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten 
jten Grades von P, A, B, so ist d, durch d,d, theilbar. Daraus folgt: 
IV. Der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 4." Grades 
einer Form, die aus mehreren zusammengesetzt ist, ist durch das Product aus 
re den grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten #4" Grades dieser 
A Formen theilbar:; und der 4° Elementartheiler jener Form ist durch das kleinste 
A gemeinschaftliche Vielfache der 4" Elementartheiler dieser Formen theilbar. 
Ist f eine bestimmte Ungerdeterminante 4'°0 Grades von A, so wird 
die Form 5 von 4+4 Variabeln, deren Determinante f ist, aus A erhalten, 
indem man 4 Variabeln jeder heihe ungeändert lässt, die übrigen gleich 0 
setzt, und mithin ist B unter A enthalten. Ist also g der grösste gemein- 
5 same Divisor der Determinanten (4 —1)ten Grades von DB, so ist nach Satz | 
4 der 4t® Elementartheiler - von B durch den 4ten Elementartheiler e; von 
" A theilbar. Sind die Unterdeterminanten iten Grades von A in irgend einer 
ıls heihenfolge (dem absoluten Werthe nach) gleich fi, fi, ß; ---, Ist g, der 
ten grösste gemeinsame Divisor der Unterdeterminanten (4—1)ten Grades von 
f, und - — h,,. so sind demnach die Zahlen A. A,. h,. .... alle. und mit- 
en hin auch ihr erösster gemeinsamer Divisor Ah. durch e, theilbar. 
zZ: Sind d,;, und d,_, die grössten gemeinsamen Divisoren der Deter- 
en minanten Ater und (4—Ljten Grades von A, so ist g, dureh d;_, und folglich 
Fi durch . —h,, also auch durch A theilbar. Mithin geht A auch in 
Er dem grössten gemeinsamen Divisor aller Zahlen in n :e, auf. Da 
” demnach e, durch A und Ah durch e, theilbar ist, so ist h=e,. (Stephen 
® Smith, Phil. Trans. vol. 151, p. 318; Proc. of the Lond. math. soc. 1873, 
vol. IV, p. 237.) 
V. Dividirt man jede Determinante 4% Grades einer Form durch 
den grössten gemeinsamen Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten, so ist der 
1e- grösste gemeinsame Divisor aller dieser Quotienten gleich dem 4°” Elementar- 


theiler der Form. 
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Ist eine Primzahl p in d,, d;_,, fx, 9. in den Graden d, d', d-+z, 
ö’+z' enthalten, so ist sie in e, und h, in den Graden d—d’ und dd’ +2—7' 
enthalten. Da Ah, durch e, theilbar ist, so ist folglich zz. Da x und 
z' nicht negativ sind, so muss daher, falls <= 0 ist, auch # = 0 sein. Durch 
wiederholte Anwendung dieses Satzes ergiebt sich (Stephen Smith 1. e.) 

Il. Ist f eine Unterdeterminante 4" Grades einer Form A, welche 
die Primzahl p in keiner höheren Potenz enthält, als sämmtliche Unterdeter- 





minanten 4!" Grades von A, so giebt es auch unter den Unterdeterminanten 
uten Grades von f solche, die p in keiner höheren Potenz enthalten, als sämmt- 
liche Unterdeterminanten uw! Grades von A. 

Die hier entwickelten Sätze lassen sich mit geringen Abänderungen 
(die namentlich den Ausdruck (A, k) betreffen), auf den Fall übertragen, 
wo die Üoefficienten a,,; von A anstatt ganze Zahlen ganze Funetionen eines 
Parameters s sind. Alsdann ergeben sich aus dem letzten Satze leicht die 
Resultate, welche Herr Stickelberger in seiner Abhandlung Ueber Schaaren 
von bilinearen und quadratischen Formen, dieses Journal Bd. 86, 8. 20 ge- 
funden hat. 


Zürich, Januar 1879. 























Das Additionstheorem der 3-Funetionen mit 
j p Argumenten. 


n (Von Herrn Hermann Stahl.) 

N Das Additionstheorem der 9-Funetionen ist im hyperelliptischen Fall 
1, für p Argumente von Herrn Weierstrass *) im Anschluss an die Theorie 
s der hyperelliptischen Funetionen, im allgemeinen Fall für drei und vier 
e Argumente von Herrn Weber **) und Herrn Nöther ***) durch Untersuchung 
n der $-Charakteristiken als selbständiger, eombinatorischer Gebilde entwiekelt 
- worden. Im Folgenden sind entsprechende Formeln für p Argumente ge- 


seben. Herr Weber hat der Darstellung und Untersuchung der dreireihigen 
Charakteristiken gewisse Systeme von sieben ungeraden Charakteristiken 
(sog. „vollständige“ Siebenersysteme) zu Grunde gelegt und Herr Nöther 
dieselben für vierreihige Charakteristiken zu ähnlichen Achtersystemen er- 
weitert. Diese Darstellungen sind indess als specielle Fälle in einem Satz 
von Riemann ($. 1) enthalten, nach dem sich in mannigfacher Weise sämmt- 
liche 9-Charakteristiken durch 2p linear unabhängige derselben sehr ein- 
fach darstellen und auf ihren Charakter (ob gerade oder ungerade) prüfen 
lassen. In $.2 sind mit Hülfe dieses Satzes zwei zusammengehörige Systeme 
von je 2” Charakteristiken gebildet, die ich mit P und Q bezeichnet und 
Achtersysteme genannt habe, da sie sich in 2”” Reihen von je acht Gliedern 
anordnen. Die einfachen Beziehungen zwischen denselben sind soweit an- 
segeben, als sie im Folgenden zur Anwendung kommen. Diese Systeme 
dienen in $.3 zur Herleitung des allgemeinen Additionstheorems der 
J-Funetionen und zwar das eine System zur Darstellung des "T’'heorems 
Vgl. Königsberger, Ueber die Transformation der Abelschen Functionen. 

Dieses Journal Bd. 64 p. 17. 
*#) Weber, Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin, 


G. Reimer. 1876. 


jesfarfe 
.. 
Tre 


=) Nöther, Zur Theorie der 9-Funetionen von vier Argumenten. Math. Ann. XIV 





Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 2. 16 





118 Stahl, das Additionstheorem der $-Functionen mit p Argumenten. 


mit unbestimmten Üoefficienten, das andere System zur Bestimmung der 
Coeffieienten. $. 4 enthält weitere 9-Relationen, zum Schluss Relationen 
zwischen geraden 3-Functionen und derivirten ungeraden 9-Functionen für 
die Nullwerthe der Argumente, die den Zusammenhang zwischen den 
#-Moduln und den Klassenmoduln der Abelschen Functionen vom Ge- 
schlecht p vermitteln. Die hier entwickelten 9-Relationen sollen keineswegs 
erschöpfend sein, sondern nur ein Beispiel für die Anwendung des erwähnten 
hiemannschen Satzes. 


$.1. Bildung der Charakteristiken. 
Charakteristik heisst ein Zahleneomplex von p Reihen der Form 


N. N,...N, n 
a 
M,M,...My m 
in dem jede Zahl z» oder m beliebig einen der Werthe 0 oder 1 hat. Die 


- 58 n . / x . 
Charakteristik ( ) heisst gerade (=g) oder ungerade (=), je nachdem 
. | 


(2.) N,n,m, = 0 oder =1 (mod.2). 


Unter der Summe zweier Charakteristiken 


3) ()=a („)=e 


versteht man den Complex 


(4) en REN, ER 


=a+ae=a0 
m, tu, m, +,...My+ U, mu ) + r 


wobei 

n,+v, und m,+tu,  (mod.2) 
zu nehmen ist. Die Summe zweier Charakteristiken ist also identisch mit 
ihrer Differenz. Die Summe von zwei gleichen Charakteristiken ist stets 


5 (00.0) = 0 


Ebenso wie man zwei Charakteristiken zu einer zusammensetzt, kann man 
auch jede Charakteristik in zwei zerlegen. Von der Zahl der Charakte- 
ristiken, sowie von der Zahl der Zerlegungen einer Charakteristik in zwei 
andere gilt Folgendes: 

Il. Die Zahl der Charakteristiken überhaupt ist = 2}"; die Zahl der 
geraden = 2?” (2”+1), der ungeraden = 2?" (2?—1]). 

Jede Charakteristik (mit Ausnahme von UV) lässt sich in 2°” Paare 
von verschiedenen Charakteristiken zerlegen, und zwar in ZW Paare von 
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. ' je einer geraden und einer ungeraden, in 2°” (2’”+1) Paare von zwei 
n | geraden und in 2P(2r”'—-1) Paare von zwei ungeraden Charakteristiken. 

ir Wir gehen aus von einem Satze von Riemann, den Herr Prym *) 
n mitgetheilt und bewiesen hat. 

’ ll. Es lassen sich immer auf mannigfache Weise 2p-+1 Charakteristiken 
S Ay, Ar, + Aryıı bestimmen, deren Summe gleich OÖ, während je 2p derselben 
n linear unabhängig sind, und aus denen sich sämmtliche Charakteristiken zu- 


sammenselzen lassen. Bezeichnet man nämlich durch A die Summe der geraden 
( 3) oder, was dasselbe, die Summe der ungeraden ( 3) unter den Charak- 
teristiken a, durch 55 aber die Summe von irgend r derselben, so sind die 
Charakteristiken 

p—1 


6.) A, A+S, A 5, ar BE, A+S 


sämmtlich verschieden und stellen alle 2” Charakteristiken dar. Von diesen 


” Formen (6.) sind (wenn g=(,1,2,...) 
’ 2 P—49—3 9-4 
u gerade AH 3, A+ 5 , A+,, 
(d.) p—tg—1 »-4- 
ungerade A+ 5 , A+. 
Für den Beweis dieses Satzes, sowie die Bildung solcher Systeme von 
2p +1 Charakteristiken mit Hülfe der hyperelliptisehen Funetionen verweise 
ji “ 
ich auf Prym 1. ce. In specieller Fassung und mit anderem Beweis giebt 
diesen Satz neuerdings Herr Schottiy **). 
Nach II ist A ungerade oder gerade, je nachdem p von der Form 
4g+1, 4g+2 oder von der Form 44+3, 4g+4; ferner sind stets A+y 
r+?2 r r+4 
m und A+y von entgegengesetztem, A+ x und A+ y von gleichem Charakter. 
| Es sei nur bemerkt, dass das System von 2p-+1 Charakteristiken 
S u 
(8) (Aa), (Aa), ... (Aa,,ı) 
m die Eigenschaft hat, dass die Summe von je 1, 5, 9, ... Elementen den- 
“ selben, die Summe von je 3, 7, 11,... Elementen ebenfalls unter sich den- 
E selben, aber den ersten Summen entgegengesetzten Charakter hat, während 
die Summe einer geraden Zahl von Elementen unbestimmt bleibt. Von 
r 
*) Prym, Zur Theorie der Funetionen in einer zweiblättr. Fläche. Denkschr., der 
Schweizer. naturforsch. Gesellschaft Bd. XXII (Zürich 1866) 8. 12 u. 13. 
e =#*) Schotiky, Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen von drei Variabeln. 
1 Habil.-Schrift. Breslau. 1878. 


16* 
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/ 


den Systemen (8.) sind die von Herrn Weber (l. e.) zur Darstellung ver- i 
wandten „vollständigen“ Siebenersysteme, desgl. die Nötherschen Achter- 
systeme specielle Fälle. 
Die Vergleichung von I und II giebt noch die Identitäten 
RER, +(2p+1), = 2”, 
9) | E2p+D,., +8 @p+l, u. = PH), 


q 


3(2p-+1),..+8(2p+1),... = P2r—1). 


Neben die Darstellung (6.) der sämmtlichen Charakteristiken tritt eine 


] 
| 


je | 


zweite, indem man zu allen Formen (6.) ein und dieselbe beliebige Charak- 
teristik addirt. Addirt man zunächst A, so hat man in den Formen 


N 


2 


Pp 


WE ur 
wieder alle 2” Charakteristiken. Den Charakter dieser Formen bestimmt 
man, indem man zu jeder derselben entweder A+3 oder At, d.i. 0 
(s. II) addirt und die doppelt auftretenden a weghebt. Addirt man dagegen 
zu (6.) eine beliebige Charakteristik, so kann man dieselbe stets in einer 


der Formen (10.) annehmen, und der Satz II giebt dann unmittelbar den 


ne a 2 


Charakter der neuen Formen an. 

Zwei verschiedene Darstellungen sämmtlicher Charakteristiken wie 
etwa (6.) und (10.) ergeben nun mannigfache Beziehungen zwischen den 
Charakteristiken, so z. B. die Zerlegungen jeder Charakteristik in eine 
gerade und eine ungerade, in zwei gerade, in zwei ungerade Charakteristiken;: 
ferner die für 9-Relationen bestimmter Art geeigneten Verbindungen von 
Charakteristiken u. s. f. Um diese Beziehungen zu verfolgen, wird man 
vorzugsweise solche Darstellungen der Charakteristiken wählen, bei denen 
sich der Charakter der Formen am leichtesten übersehen lässt. Ich lege 


desshalb, jedoch nur vorläufig, den folgenden Betrachtungen ein bestimmtes 


2) 


System von (2p+1) Charakteristiken zu Grunde, nämlich (p+1) gerade, 


rn 


dureh a,, ... a,,, und p ungerade, durch «,, ... e, bezeichnete Charakte- 
ristiken. Ein solches System ist zuerst von Herrn Weierstrass benutzt, 
von dem überhaupt der Gedanke herrührt, sämmtliche Charakteristiken 
aus (2p-+1) derselben zusammenzusetzen *). 

Für das zu Grunde gelegte System 


*) Vgl. eine Note von Herrn Borchardt, dieses Journal Bd. 87, p. 169. 
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r 1st 


p+1 


r (12.) A= 2u0= >> @ und "ya 450 = (. 


Wir bezeichnen auch hier durch $& die Summe von r beliebigen unter den 
Charakteristiken (11.) und nehmen als erste Darstellung sämmtlicher 
Charakteristiken die Formen (6.), als zweite Darstellung die Formen (10.). 
Der Charakter der letzteren ergiebt sich aus der Betrachtung, dass 


_ pt!  prm+nH+l 
| für mn, Nat Na == A+ 5 4— Ya r2 ya = A+ 2 >» 
(13.) prm n 
s | für mn, yatya=A+y a—y a+ ya — A+ 5 


"u m n 


Hieraus folgt nach (7.), wenn man der Kürze halber £$a+yx« = (m, n) 
setzt, für jedes m 
(m+1,m) = u (m-+?2,m) = u, (m+3,m) = u, (m-+4,m) —=g, ... 


t (14) (m,m)=9, (m, ce ı, (m, m+?2) = u, (m,m+3) = 9, (m,m+4) = 9, ..., 

N ein Gesetz, das ebenfalls leicht zu übersehen. 

" Bevor wir zu den für die $-Relationen nöthigen Beziehungen über- 

> gehen, sei noch ein der Abhandlung von Herrm Prym entnommenes Beispiel 

. für die hier gewählte Darstellung angeführt, wobei die Wiederholung der 
Glieder „e Er : durch Exponenten ausgedrückt ist: 


e 0/0 sP-1 1,0 sp 
az a . = (0) 


N 
>—?2 1 »—2 
ü ass 0) RN ol 0) 
r . . 
1 wo y— _) 
N lee 0)" ; Er =($) a 'g 
N 


Bj 0 | ey" 
e = & ); 


so dass 


tur. 


8.2. Achtersysteme. 


Wir kommen jetzt zur Bildung der in der Einleitung erwähnten 


oO 


Achtersysteme P und 0, deren 2” Charakteristiken sich in 2” Reihen mit 
Je acht Gliedern anordnen. Das i® Glied der !ten Reihe sei in P mit p,, 
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0 mit q, bezeichnet. Zunächst sondern wir die 8 Charakteristiken ab 
Durch diese 8 Charakteristiken unterscheiden sich die 8 Glieder in jeder 
der 2?” Reihen von P und ©. 

Die Bildung von P ist folgende; aus den 2(p—4) Charakteristiken 


(2.) (4; ds; en d,; Oz OL; u 0, 
bilden wir alle Combinationen (p—4&)!er Klasse ohne Wiederholung und so, 


dass in keiner Combination derselbe Index doppelt vorkommt. Dies giebt 
1+(p—-4),+(p-I3+.-+(p-Hıtl = Ze" 
Combinationen; wir setzen zur Abkürzung hier und im Folgenden 
8) Pius, Pia 
und bezeichnen die s gebildeten Combinationen mit C', €, ... €. Addirt 
man nun zu jeder dieser Combinationen die 2.8 Charakteristiken 


| (Aa,) ( Aa,) (Aa,) (Aa,) (Ac,) ( Act, ) (Ac;)  (Ae,), 


4. 
er Aa,a 


)(Aa;a,,.)(Aa;za,,.)(Aa;a, (Aa, ;.)(Aosa, ,.)(Aosa,,,)(Aoza,.). 


p+1 pH 1 
so hat man die 2” Charakteristiken p, des Systems P. Der vordere Index 
i in p, bezieht sich also auf die 8 den Elementen (1.) entsprechenden 
Glieder einer Reihe, der hintere Index / auf die r heihen des Systems, so 
dass also ©=1,2,...8; !=1,2,...r. Unterscheiden wir aber die aus der 
ersten und die aus der zweiten Reihe in (4.) gebildeten Charakteristiken p,, 
so sollen die ersten durch p;;, die letzteren durch p,, bezeichnet sein, wo 
nunmehr = 1,2,...s. Unterscheiden wir die a,, @,, a,, a, und die &,, @,, @,, «,; 


enthaltenden Charakteristiken, so sollen die ersten durch p,, die letzten 


dureh p, bezeichnet sein, wo nunmehr ö=1,2,3,4*). Hiernach stellen 
sich die Charakteristiken des Systems P so dar 


\(pl) = (Aa,C'), (pi)= (Aa,a,,,C), i=1...4, 
(D. , . 
(p,) = (Aa,C*), (pa) = (Awa,,C), A=1...s. 


Das Svstem O ereiebt sich aus P. indem man zu allen Charakteristiken 
r oO P) 
von P die Charakteristik (AC) addirt, wo C irgend eine der s Combinationen 


‘) 


*) Die Indices ö und später x, ferner /, A und später m, u sollen auch in SS. 3 
und 4 in dem hier festgesetzten Sinne gebraucht werden. 





d 


(© 





n 


1 


N 


> 


.. 
iz 
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« 






C"...C. Hierdurch wird jeder Charakteristik p, von P eine bestimmte 
Charakteristik q, von Q zugeordnet, derart dass 
(6.) (pug) = (AO), 


dass also (p.g.) denselben Werth hat für alle Werthe von © und 7. 
Bei dieser Zuordnung ist gleichzeitig 
(1.) (Pi Tim) =\ Pim Qi); ( PaGzm) Zu, ( Prm Q.), 


wie unmittelbar aus (6.) folgt. Bildet man aus den von dem Index ö un- 


— &,, die Determinanten E, so ist die 


Im 7 . 


abhängigen r’ Elementen (p,9,.) = & 
Anordnung derselben derart, dass sich in jeder Vertieal- und ebenso in jeder 
Horizontal-Reihe dieselben Glieder nur in anderer Anordnung wiederholen. 
Dabei ist E symmetrisch und für die Unterdeterminanten gilt die Beziehung 
A 

Das System Q erhält man noch auf eine zweite Art, die den 
Charakter der Glieder q, sofort übersehen lässt. Wir bilden aus den (p—5) 
Charakteristiken 

(8) (0), (a0), (a), -».. (a,a,) 

alle Combinationen ohne Wiederholung zur 1, 2, ... (p—4)ter Klasse. Dies 
giebt wiederum s Combinationen, die durch 7", 7", ... 7" bezeichnet seien. 
Addirt man zu allen diesen Combinationen die 2.8 Charakteristiken 
\ d,, 0, d;, d;, a, ii . Rs 
(9.) 
Ka,a,,.), (4,4,+1), (a;a,;.); (a;A,;1), (RA,11), (Rr@,41), (0;4,;1), (44,41), 
so hat man die 2? Charakteristiken (.m des Systems Q. Dass dieses System 
0 mit dem oben definirten übereinstimmt, ergiebt sich leicht. Denn addirt 


man p, und (AC), so heben sich alle in p, vorkommenden a auf und zu 


jedem in p, vorkommenden « tritt ein a mit demselben Index hinzu und um- 


sekehrt. Ausserdem hebt sich A. Man erhält also immer eine und nur eine 
der aus (8.) und (9.) definirten Charakteristiken q,. Unterscheidet man 
wieder die aus der ersten und der zweiten Reihe in (9.) gebildeten Charak- 


teristiken durch g,. und q,. (2=1,2,...8; u=1,...s), die mit a,,a,,a,, a, 


und die mit @,, &, «;, a, gebildeten Charakteristiken durch q,, und q,. 
z=1,...4), so ist das System Q dargestellt durch 


|(a..) zn (a, er, (4.u) an (a, A,4 1 E*) (7 - i, .. 4), 


(10.) 


(2 


lau = (a,I”), ()=(&0ı1”") (u=l,..s) 
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Wir geben ein Beispiel für p=1: 











R ! 
Pi gi 
a [04 a | a 
R- .. #4 / 
Pi) Pi) gi) 9) 
Aa;,a,a,a, | Ac,a,a,a, | a @; 
| | 
Aa;a.aa, | Ac,aacda, | aa0@ ı @;a. a. 
5 6 7 a z. 5 > ) nr 5 
Aa,a,a,a, | Awaaa, ao, a@;da,@, 
| | | 
Aa,a,a,ae, Awaae, wa,e, ı @;d,@, 
| N 
| ’ | A: 
Aa,a,a,a, Awaa,a, | waaae, ©; 4,@,4,@, 
Aa,a.aa, | Aaaaoa | aaa.ae, aaaaa 
5 [9 7 > 6 / 5 > ‘ # 5 5 7 7 
Aa,a,a,a, Awaaeo, | aaa, ı@a,aa,a, 
Aa; 0,0%, 8%, | Aa; 0,08,%, | a,4, @, a,@,4,%, | 0;d,0@,0,@,d,@,. 


Hieraus erhält man die Systeme p}; und g;, durch Addition von a;. 

Es handelt sich noch um die Bestimmung des Charakters der Ele- 
mente p,, q,, und ihrer Verbindunge 

I ı19 T um & c ( l Igel. 

In jedem der Systeme P und Q ist die Hälfte der Charakteristiken 
gerade (= g), die Hälfte ungerade (=); denn es ist nach (7.) $.1 


—3 jr ER, 
1) pa=AHE=g, pi=AHE u 
und nach (14.) $.1 
, \ "rn 
(12.) | (44) -. (44) RE 
| (G)=u ()=9. 
Ferner ist 


(15. ) ( Pi im) ra Js (PrQm) — U. 


. Y |‘ u 7 p 4 hd "FE, Yyy Y In 
Denn es ist (C’7””) immer von der Form (5 ), da bei der Addition von !'” zu © für 
jedes sich aufhebende a ein «@ mit demselben Index eintritt und umgekehrt. 
) 


Mithin ist (p,g;,), da sich die Elemente mit dem Index ö aufheben, von einer 


” p—4 f p—3 vn ü . 
der Formen (A+y) oder (A+ x), also nach (7.) $.1 immer gerade; da- 


Seen (Px4m), da die zwei Elemente mit dem Index ö und z hinzukommen, 


iu =, 
. x E p—1, a, 
von einer der Formen (A+ x) oder (A+ x), also immer ungerade. 
Addirt man demnach irgend eine Charakteristik von P zu den 
acht Charakteristiken einer Reihe von Q, so entstehen immer eine ungerade 


und sieben gerade Charakteristiken. 

















Stahl, das Additionstheorem der $-Functionen mit p Argumenten. 125 
; ! 9 





Unterscheidet man zwischen p’ und p”, q’ und q’, sowie zwischen 


p und p, q und q, so hat man statt (13.) 


’ ( , u) = (Pag) = ( Tin) — (Pi u)= 9 
(14.) Fast NNAR den Pa4 Ä 


(PaGiu)» (Pau), (Pa gu), (Pig) sämmtlich = u. 

Die Bildung der Systeme P und Q ist hier in ganz bestimmter Weise an- 
gegeben. Es ändert sich aber nichts, wenn wir der Betrachtung statt des 
speciellen Systems (11.) $.1 ein allgemeines System von 2p-+1 Charakte- 
ristiken zu Grunde legen, wie es durch den Aiemannschen Satz II, $. 1 
definirt wird. Wir sondern dann, ähnlich wie ın (1.), acht ganz beliebire 
der 2p+1 Charakteristiken ab, desgleichen eine neunte, trennen wie in (2. 
die noch übrigen 2p--8 Charakteristiken beliebig in zwei Gruppen von je 
p—4 und bilden nun genau wie oben die Systeme P und Q. Dann gelten 
offenbar wieder die Beziehungen (11.) und (13.) und nur die Gleichungen 
12.) ändern sich in der Anordnung der geraden und ungeraden Charakte- 
ristiken; nimmt man jedoch statt des Systems g, das System (Ag,), so sieht 
man sofort aus dem Kriterium (7.) $.1, dass auch in diesem Systeme die 
Hälfte der Charakteristiken gerade, die Hälfte ungerade ist. Wir lassen 
daher nunmehr die specielle auf (11.) $.1 gegründete Darstellung fallen 
und ersetzen die bisherigen Bildungen durch die entsprechenden allgemeinen. 
Die Bezeichnungen können unverändert bleiben, nur sollen die zuerst abge- 
sonderten acht Charakteristiken, auf die sich der Index © und z in p, und 
(,„ bezieht, durch 1, 2, 3, ... 8”bezeichnet sein. 


>) 


$.3. Das Additionstheorem der $-Function. 
Ich setze die Eigenschaften der 9-Funetion im Wesentlichen als 
bekannt voraus *) und stelle nur die für das Folgende nöthigen Relationen 
zusammen. Aus der allgemeinen 9-Funetion mit p Argumenten 


2 DANN. +23 n,u, 


(1.) F (®) — (u, re u,) . 2; e'* h 


—T. 
— wo sich im Exponenten die Summe über alle Werthe 1, 2, ... p für 
h und x und 3, über alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe 





*) Vgl. die eitirte Schrift von Weber oder Casorati, Teorieca delle funzioni di 
varlabili complesse. Pavia 1868. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 17 
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erstreckt — leitet man die $-Funetion mit der Cha- 


v,\_ /(v 
| | 4.) 
ab, indem man definirt 
(2.) |, j@ = 9u + 9 -. 2 d,xV v,). er and „ram. Zur Verve 


der Grössen n,...n 
rakteristik 


[2 


. [3 v [ . . . 
Jeder Charakteristik x) entspricht hierbei ein sogenanntes halbes System 
von zusammengehörigen Periodieitätsmoduln oder kurz ein halbes Perioden- 


system 


2 
Die Funetion (1.) hat die Charakteristik (0). Vermehrt man in (2.) die 
Argumente a wieder um ein halbes Periodensystem mit der Charakteristik 


de ), so hat man 
| vn \w 
u-m 


v m, ı Wa,,n,n \mi >. n,(u, m N>n,„u, 
— >|. w+3 ni+ 42 a,,n,):e SM ZUR TM IF EN, 


(3.) % ‚nit 22 u. “el, ...Pp) 


(4.) 





ö u D V n .. » . . . r \ - 
In der Charakteristik | = | dürfen hierbei die Zahlen (»+rv) ohne weiteres 
utm 


auf die Werthe 0 und 1 (mod.2) redueirt werden, die Zahlen (m+ u) aber 
nur unter Berücksichtigung der Regel 


(5.) | Vo... Yun... d, \w en er. 
BL -+-Mit 2... 3‘ rc 
Wir denken uns diese Reduetion in den unten entwickelten - Relationen 
noch nicht vorgenommen. Bei gleichzeitiger Aenderung des Vorzeichens 
aller Argumente ist 


(6.) >|.‘ a) = (—1) <vıpan, >|, |. 


Hiernach ist die 9-Function gerade oder ungeı ai: je nachdem ihre Cha- 
rakteristik gerade oder ungerade; folglich verschwindet jede 9-Funetion 
mit ungerader Charakteristik für die Nullwerthe der Argumente und eine 
beliebige 9-Funetion für diejenigen halben Periodensysteme, deren Cha- 
rakteristik mit der 9-Charakteristik eine ungerade Charakteristik zur Summe 


nv . 
hat. Ist also ( ) ungerade, so ist 
mu ” 


(T.) >|. )%& ti LE a,,»,) — 





dB 


u 


A 








_— 


T 


7 
16 


16 
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Wir gehen aus von einer Form des Additionstheorems, wie sie auch Herr 
Schottky (1. e.) benutzt, und setzen, indem wir die Charakteristiken p, des 
Achtersystemes P einführen: 


(8) $[B@A](u+e).$[EGA] (u—e) = 5, > P,..$|Bp,\(u+w).$[Ep,) (u—-w). 
nt 1 1 : 


Hierin bezeichnen B, E, @ drei noch willkürliche Charakteristiken: die 
Elemente dieser sowie der Charakteristiken A, p;, 9; Seien 


9 4=(2) 8-6) 8-6) 0-2) n=lh) ml) 


Ferner setzen wir zur Abkürzung, wenn h,...h, und z,...z, zwei beliebige 
Systeme von je p Zahlen sind, 

pP 

>h;%, 


(10.) —1)' = (hlx). 


J 


Zur Bestimmung der Coefficienten P,, vermehren wir nun in (8) die « 


um ein halbes Periodensystem mit der Charakteristik (Eg,,); dann folgt 
| (et,.\y@).#|BEGAgq,.|(u+v).$[@Ag,,] (u-v 


Ä 


{ \ r 
(11.) 2. en 2 y r 
| = S.2:(et;.| 0a). Pa $[BEp.g.)(utw).F|Pxgm) (uw). 
l 1 


Setzt man hierin «= w, so bleiben nach (13.) $. 2 rechts nur die Glieder 
übrig, für welche z=i ist. Lässt man die Null-Argumente der 9-Functionen, 
wie gebräuchlich, weg und setzt zur Abkürzung 

(12.) (et,\0,).$[BEp,.gn)(2w).I[pıg.]) = Ims 

13.) (et. y&@).#|BEGAg,.|(w+v).3[G@Ag,|(w-e) = A; 

so ergiebt sich aus (11.) das System von Gleichungen 

(14.) Am -_ P, dn+Padnt +P.,.d,. m — l..f 
und durch Auflösung desselben, wenn 


Bu DB. ah a - 


C dm 
gesetzt wird, 


(16) D.P,=4,„Dı+4A»Dat+t--+4A,D, (=1...r). 
Beiläufig bemerkt unterscheiden sich d,. und d,, nach (7.) $.2 nur durch 
eine Potenz von —1. Führt man die Werthe (13.) und (16.) in (8.) ein, 

so ergiebt sich das Additionstheorem der $-Funetion in der Form 

. D.$[BGA]) (u+v).$| EGA] (u—e) 
(17.) = z: B3 2. (et;.\70).D.9[Bp.](utw).$[Ep,] (u-w) 

‚$[BEGAg,|(w+e).$[@Ag,.)(w—®v). 
Bi 
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$S.4. %-Relationen. 

Wir gelangen zu speciellen Formeln, indem wir in der letzten Glei- 
chung über die Charakteristiken B, E, @ und die Argumente «, e, w ver- 
fügen. Setzen wir a=0 und w=(0, ferner (BE) gleich der Summe von 
drei der acht Charakteristiken, auf welche sieh der Index ö bezieht, also 
etwa (BE) = (678), so verschwinden sämmtliche d,,, welche die Charakte- 
ristiken (BEp; Ti und (BEp;;g;.) enthalten, da diese Charakteristiken von 
der Form A+) 5 sind; es redueirt sich also D auf S° und D,, auf 4.4, 
wenn man setzt 

1) du =(eth|ou).9[phg1.6781.9[pıg., (Mu=1,2,... 0), 
PA 


IM 
De: 


Aus 


(2.) A=Z3+0,0%...0 


\ 
ss 9 


Wird nun weiter E= 0 gesetzt, so verschwinden nach (11.) $.2 alle I[Ep;;] 
und von den #[Ep,678] die drei, für welehe @©=6, 7, 8 ist. Die Glei- 
chung (17.) $.3 geht somit, da sich / noch weghebt, über in 

= 4 4.3[G6 A678] (e).4[@A] (— ev) 

nn I= 2:2 PN m B ya).4,,.9[p,,678].91p}].9{@.AQ;.678]0).9[@Agi. 


Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt für die folgenden 9-Relationen; 
dieselbe enthält noch die Charakteristik @ und die Argumente ©. Setzen 
wir zunächst © = 0 und @ = (C56), wo C die in Gleichung (6.) $. 2 be- 
nutzte Charakteristik ist, so verschwindet in (3.) die linke Seite und auf der 
rechten die für ©=5 gebildeten Glieder. Bezeichnen wir die Elemente der 
Charakteristiken C, 5, 6 durch % ' (Ch (5 } so tolgt 


> 


4. 0= 2:2; But (£., Ea050,).4,..9[p.678].9[p;].9[p), 578]. 9 [p}, 56]. 
Dies ist eine besonders einfache Relation zwischen geraden 9-Funetionen 
für die Nullwerthe der Argumente. 

Ferner erhalten wir aus (3.) durch die Substitutionen = C; @ = (C6 
G—(C45) und G = (0456) vier leicht anzuschreibende Gleichungen, von 
denen die erste lautet 


A oe (0)39[ AC](— 
9) eu lt,|Ca).4..9[p678].9[p]-9[p}. 678] (0). [pl,]-0) 
\ 1 l l 


Die vier so MER hi enthalten in jedem Glied der linken 
und rechten Seite je eine gerade und eine ungerade 9 (vo). Differentürt man 
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daher eine dieser Gleichungen nach jedem der p Argumente © und setzt 


nach der Differentiation sämmtliche e=0, so hat man p Gleichungen 
zwischen geraden 9 und den Derivirten ungerader 9 für die Nullwerthe 
der Argumente. 

Aus den hiermit entwickelten Relationen zwischen 9-Constanten er- 
giebt sich eine grosse Anzahl ähnlicher Relationen, wenn wir, wie dies 
nach der allgemeinen Bildung der Systeme P und Q erlaubt ist, die zu 
Grunde liegenden 2p-+1 Charakteristiken a auf jede mögliche Weise ver- 
tauschen. Doch gehen in diese lrelationen nicht alle 2” Charakteristiken 


ein. sondern nur die Formen 
| p—4 


EEE u A x 
die in diesen Formen enthaltenen Charakteristiken aber treten sämmtlich 
auf bei der angedeuteten Vertauschung. Um Relationen mit anderen Formen 
zu erhalten, müsste man zur Gleichung (3.) zurückkehren und in derselben 
die Charakteristik @ auf andere Weise bestimmen. 

Wir geben zum Schluss eine Anwendung dieser Entwickelungen auf 
den Fall p=4, in welchem, wie aus der letzten Bemerkung folgt, die 
Relationen für die 9-Constanten sämmtliche gerade und ungerade Charakte- 
ristiken enthalten. Die 2»+1=9 zu Grunde liegenden Charakteristiken sind 
1. 2, ... 9, und es sind die Formen 

A +5, A +, A gerade; A dc A+Y ungerade. 

Jedes der Systeme P und Q hat nur eine Reihe von acht Gliedern, und es ist 

= (Ad; el), wo il... 
Die Gleichung (3.) hat somit die Form 

6.) 3[@A](e).4[@A678])(v) = EZ; R9Y[G@ ANY: (e).4|G@ A6789:] (v 

l 

Die Coeffieienten R; bestimmen wir am einfachsten direet. indem wir für 
die o ein halbes Periodensystem setzen mit der Charakteristik (@ö). Sind 


» . \ \ ® ® Y f (VB ® Tr; > 
wieder die Elemente der Charakteristiken @ =( ); i=(”") so tolgt 
/ 0, / 


7.) 3[A1.9[A678:) = (gr, 090,).R,.9[A9].9 [A 6789] 
und es geht (6.) über in 
3[A9]1.91A6789]1.9[G@ A] (0).9[G@ A678] e 
(&.) 5 


= Z;(gr,/90,)9[Ai].9[46781].9 [6 497] (e).9[6 467891] (e 


1 
Diese Gleichung wollen wir etwas einfacher schreiben. Bildet man näm- 


lieh das allgemeine Glied der rechten Seite für = 9, so erhält man gerade 
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die linke Seite. Vertauscht man also durchgängig den Index 9 mit 6, so 
nimmt (8.) die Form an 


+6 
9) 18: (gr,\00)9[Ai].9[A789:].9[G A6i](e).9[G A67891) (eo) = 0, 
1 
wo durch den Strich vor dem Summenzeichen angezeigt sein soll, dass das 
Glied i=6 mit dem entgegengesetzten Zeichen, als die Formel angiebt, zu 
nehmen sei. 
Wie im allgemeinen Fall sei nun @= (59), o=0; dann folgt eine 
Itelation zwischen vier Produeten von geraden (0), nämlich 
4 
10.) Error; 069,).$[A8].9[A789%]).9[A56%].9 [A567] = 0. 
1 
Durch die Substitution @= (6), e=0 dagegen eine Relation zwischen sechs 
$-(Juadraten 
b 
(11.) = (r57, 060; 9° [Ai]. [A (8%) == 0, 
Formeln, wie sie ähnlich bei Herrn Nöther sich finden *). 
Ferner erhält man aus (9.) durch die Substitutionen G= (0), @= (9). 
G= (45), @= (459) vier Gleichungen, von denen die erste und die dritte 
lauten 


| 3; (r;|50,).3[Ai].3[A789].9[A6i](e).3TA6789i](e) = 0, 
(12. zen 
E;(r,75,\960.). 9A]. 9[A789].9 [A4561](). 971230] (e) = 0, 
wenn man in der letzten Gleichung die Relation x = (0) berücksichtigt. 
Die Gleichungen (12.) dienen zur Herleitung der Beziehungen zwischen 
geraden #(0) und ungeraden %(0)-Derivirten. Vertauscht man in 'den 
Grleichungen (10.) und (12.) die Indices 1, 2,... 5 auf alle Arten, so zeigt 
sich, dass in den Gleichungen (10.) alle geraden 9 (0), in den Gleichungen 
12.) alle geraden und ungeraden 9(v) vorkommen. Für p=4 gehen also 
in die hier entwickelten Relationen zwischen den 9-Constanten in der That 
sämmtliche Charakteristiken ein. 


Berlin. 17. Mai 1879. 














Ueber die elastischen Schwingungen einer 
isotropen Kugel. 


(Von Herrn Paul Jaerisch in Breslau.) 


Mi: dem Probleme der elastischen Schwingungen einer isotropen 
Kugel haben sich in neuerer Zeit Lame*), Clebsch””) und Henneberg*** 
beschäftigt und zwar die beiden ersteren für speeielle Fälle. Lame be- 
handelt die longitudinalen Schwingungen. Er denkt sich dabei die Ober- 
fläche der Kugel von einem flüssigen Medium umgeben und lässt die 
Tangentialdruekeomponenten für die Oberfläche verschwinden, ohne zu 
berücksichtigen, dass dann die Normaldruckeomponente einen constanten 
Werth annehmen muss. Clebsch untersucht solehe Schwingungen der Kugel, 
bei welchen die einzelnen Kugeltheilchen in der Richtung des Radius ver- 
schoben werden. Es wird gezeigt werden, dass dies die allein möglichen, 
reinen Longitudinalschwingungen der Kugel sind. 

In der Hennebergschen Abhandlung wird die allgemeine Lösung des 
Kugelproblems gesucht, aber verlangt, dass eine Funetion für einen con- 
stanten Werth der Veränderlichen mit ihren sämmtlichen Ableitungen ver- 
schwinde, während auf die Unmöglichkeit der betreffenden Schwingungsart 
geschlossen werden sollte. 

Das Folgende enthält die Lösung des besagten Problems, soweit 
sie das theoretische Interesse fordert. Es ergiebt sich: 

Durch Erregung in Richtung des hadius wird die Kugel in 
rein longitudinale, durch Erregung in Richtung der Tangente in rein 
transversale Schwingungen versetzt; jene erfolgen längs des Radius, 
diese senkrecht dazu. Hängen aber die Anfangsverrückungen von allen 

*) Lame, Theorie de l’elastieite S. 55. 
®=#) (Olebsch, Theorie der Elastieität. 


###) Henneberg, Ueber die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel. Annali 
di matem. Ser. II, Tom. IX, Febbrajo 1879. 
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drei sphärischen Componenten ab, so werden stets gleichzeitig longitudinale 
und transversale Schwingungen erregt; sie haben gleiche Schwingungs- 
zeiten und sind von allen drei sphärischen Componenten abhängig. Und 
da jeder dieser drei Arten von Schwingungen andere Schwingungszahlen 
zugehören, so sind hierdurch drei besondere Schwingungszustände der Kugel 
charakterisirt. 

Die Schwingungen des dritten Zustandes, die coexistirenden Longi- 
tudinal- und Transversalschwingungen, beobachtete Savart*) an endlichen 
eylindrischen Stäben. Ein solcher gerieth, obwohl longitudinal erregt, 
gleichzeitig in longitudinale und transversale Schwingungen. 

$.1. Sind r, g, w die Kugelcoordinaten und «, v, w die sphärischen 
Componenten einer Verrückung, a in Richtung von r, ®e in Riehtung der 
Tangente in der Meridianebene, @ in Richtung der Tangente parallel der 
Aequatorebene, so werden die Schwingungen einer isotropen Kugel naclı 
Lame”*) dargestellt durch das Gleichungensystem: 


2 ,,. 46 N a. (AT e = a d’u 
ie ” "\do dw/ ar 
ee | „f dA d\ı do 

in at "Ti ie fi dr) ie 

100 ( dB =) ig dw 
917 dy '2\ ar dp / dr 


Hierin bezeichnen ® und w; die Verhältnisse der beiden Elastieitätseon- 
stanten zur Dichtigkeit, 9 die Volumenänderung, und zur Abkürzung ist 
gesetzt e= C08Sp und: 

had id ( a gl =). 

| rc \ dw dg 

\ 


TR 1 / drew du 
j du drv \ 
\ BE e( dp dr 7? 
1 dr’u 1 dev 1 dw 
Ja u iss u ” R a a 
2“) 0 r” dr L rc dp g; rc dw 


*) Nach Savart (Annal. de chim. et de phys. XIV, XV) kann ein endlicher 
Kreiseylinder nieht in rein longitudinale Schwingungen versetzt werden. Auch die 
Theorie giebt dieses durch Schlüsse, ähnlich denen in $.4 und 5. — Die rein trans- 
versalen Schwingungen des Kreiscylinders bestehen nur in Torsionsschwingungen. 
Letzteres ist in meiner Dissert. (Breslau, März 1879) erwiesen. 

*#) Lame 2.2.0. 


hi 


di 


dk 


el 
fo 


Hi 


Ai 
de 
ab 
au 


de 


Ste 








er 
lie 
18- 
n. 
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Die Gleichungen (1.) stellen den Schwingungszustand der Kugel 
unter der Voraussetzung dar, dass keine äusseren Kräfte auf dieselbe ein- 
wirken. Diese Annahme beeinträchtigt nicht die Allgemeinheit der Unter- 
suchung, sobald nur die äusseren Kräfte als von der Zeit unabhängige an- 
gesehen werden”), was hier geschehen soll. Ebenso können dann die auf 
die Oberfläche wirkenden Kräfte den wirklichen Schwingungszustand nicht 
beeinflussen. Zu dem System (1.) treten daher als Oberflächenbedingungen 
die Gleichungen hinzu: 

R.=0, R,=0 R,=®, 


g ’ ' 
deren linke Seiten die auf ein zu r senkrechtes Flächenelement wirkenden 
Druckkräfte bezeichnen. Diese Gleichungen sind für r=r, und r=r, und 
ein beliebiges f, g und w zu erfüllen. In den Verrückungen nehmen sie 
folgende Form an: 


RE 
dr 
n 
| d 

| 1 du r 

(3, Da Eu 
5 r dy Tz 
7» 
Fu. 1 du | 7 
er dw Tr 


Hier dient e zur Abkürzung für € = en 

$.2. Das Gleichungensystem (1.) zerfällt in zwei einfachere Systeme. 
Aus (1.), (2.) und (2°) folgen nämlich Gleichungen für #6, A, B, T, aus 
denen hervorgeht, dass # nur von der Constanten w,. A, B, I nur von 
abhängen. Wie die linken Seiten der Gleichungen (1.) müssen sich daher 
auch die rechten, d.h. z, e, w aus zwei Theilen zusammensetzen, von 
denen der eine nur von o,, der andere nur von w, abhängig ist. 


Es sei also: 


Y = Uta. 
4 v= vd +14 
vv = w, tu 


*) Olebsch a. a. 0. 


=#) Bei Lame a. a. O. steht an Stelle von R,, R,, R, resp. R,, R,, R,, an 
+2 u i 
FR und - ; sonst sind die Lameschen Bezeichnungen 


Stelle von »’ und w? resp. 
p P 


beibehalten. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft ?. 15 
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und es mögen #,, ©, @, nur von ©,, %, ®, @, nur von @, abhängen, so 
zerfällt das System (1.) in folgende zwei Systeme und zwar in das für die 
a. Longitudinalschwingungen: 


d’u, ‚do, 
| eo» rg 

FRE d’v, ‚dd, 
ni, er Me dp ' 
A “. — | er. 
\ di” dw ’ 

0—_ AP, Ah dB 

| dp dıy 

" dA dr 
6.) g == 2 —- = 
|, m dB, da, 

dr dp 


b.) "Transversalschwingungen: 


RR Pu, | AT, dB, \ 
| 7 € - Fee dp Y° 
L | "m d’v, BR dA, dl, 
. ne in 1. 
m | di? eu dıy dr ) 
d’w, er (dB, dA,) 
- == 03 — u 
ar U dr do) 


8, FE 4 dr’ u, 1 I dev, 1 dw 

® A ; rc dp rc dw 

Die Indiees 1 und 2 bei den Funetionen 6, A, B, T' haben die Be- 
deutung, dass darin «, vo, w zu ersetzen sind resp. durch «,, ©,, ww, und 
in. 02, 

Das Problem zerfällt nun in folgende drei. Es ist zu bestimmen 

1.) ein Werthsystem #,, ®,, ,, welches den Gleichungen (5.) und 
6.) und den Oberflächenbedingungen (3.) für sich genügt, d. h. welches 
die rein longitudinalen Sehwingungen liefert; 

2.) ein Werthsystem z,, v,, w,, welches die Gleichungen (7.), (8. 
und /3.) für sich erfüllt, d. h. die rein transversalen Schwingungen darstellt: 

3.) ein Werthsystem w=u,+%, e=0+%, w=mw,-+w,, so dass 
1. ©, w, den Gleichungen (5.) und (6.), %, %, @, den Gleichungen (7. 
und (8), 4 +%, © +%, w,+w, den Oberflächenbedingungen (3.) genügen. 


d. h. ein Werthsystem, welches den coexistirenden Longitudinal- und Trans- 
versalschwingungen entspricht. 





ki 


Ww 


al 


W 


Ö 


to 
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l. 
Reine Longitudinalschwingungen. 
$. 3. Zunächst ist ersichtlich, dass die Gleichungen ‘6. dureh 'D. 
identisch erfüllt werden. Aus 5.) ergeben sich nämlich mit Rücksicht au! 
2.) für As, B;, 75 die Gleichungen: 
d?A dB. N dl, 


0, 


- U), 
dt’ di“ dt‘ 


Da aber in Beziehung auf die Zeit nur periodische Funetionen auftreten 


können, so folgt: 


Wir setzen nun: 


cos 
=... MWilo, 


sin 
| COS 
u. 


mw;t Ss. 
sın 


J 
| COS 
| rv0, =. mua,ltn, 


sin 
COS = 

erw, = ._ MWh, 
sin 


wo m eine Gonstante, S, 7, < Funetionen von r, y, w sind. Dann folgt 
aus (4. 


j —mo= 0, 
\ Bo do 
— MS: r 
ö dr 
10. do 
- mt nr i 
T | 260 do 
—- ML. = j 
dın 
wo das Zeichen &°. bedeutet: 
is. Bd d. 


10.) AR. = . 


? - C 
r’ !dr "a ; dy dy ce dp 
o, die allein zu bestimmende Funetion,. wird sich dureh Ausdrücke von 
tolgender Form zusammensetzen: 

2} o= PP. 


wo P” als Funetion von r allein. S’ als solche von y und w den Glei- 
1S° 
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chungen genügen: 


Leo) 
a, vr » n(n-H1) 
Ja \ ( a # 2 \ »n 
\ 12 ) 2 I . dr 4 (m r® )I ———— ), 


dr 7 
Id IS” 1 d’S" a 
N. —  +na+Hl1)® = 0. 


-_ ’ 4 


72 \ 
| ce dg dp c' dw 
(12°) führt durch 

R” 


(13.) De 

z 

auf folgende einfachere Gleichung, die für das ganze Problem von Bedeu- 
tung ist: 


d’R” » na Hl)\ on _H. 
(14.) Fr +(m’— n: )R = 0; 


und es ist 


(14°) BR" = Ag’+Bi, 
wo A und B Constante, g” und h" als Funetionen von r durch folgende Reihen 
definirt sind: 


Io _ „aHhı. mr” > mr" u 
BEER 1 2(2n-+3) r 2.4.(2n+3)(2n+5) 
De 0 7 
(14°) — 2.4.6.(2n+3)(2n+5)(2n+7) y 
fe ii z m’r’ m’r* 
a 14 2(2n—1) % 2.4.(2n—1)(2n—3) 
m’r” 


x 
le 


+346.0n Nen-3)an 5) "N 
(12°.) ist die Definitionsgleichung für die Kugelfunetionen, daher: 


2 n "op 608 *%* 
(14°.) Ss” — SF, vY = 


TE "om 
wo P% die für jedes 9 endliche Zugeordnete der Kugelfunetionen. 

S.4. Das Verhältniss der beiden Constanten A und B in P” sowie 
m sind dureh die Oberflächenbedingungen (3.) zu bestimmen. Diese gehen 
dureh (9), (10.) und (11.) über in: 


r UP” 
0 = m:P-- — 
dr 
I In 
EB di 3 I 
dr r 


2. 


*) Zwischen den Funetionen g” und A” besteht die einfache Beziehung: 


ah — hr —= —(2n-H1). 


dr dr 
**) Heine, Kugelfunetionen, II. Theil. 


d g" 


n 
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Hieraus folgen durch (12°) für r=r, und r=r, die Gleiehungen: 


j mıN)—2 
Vs (m’(i +H-—5 r )Pr, 
ei?) 1 dP" 


g 


) = (m’(& +1) — 


r dr 
welche beweisen, dass für jeden Werth von r P"=0 ist. Denn wollte 
man sie erfüllen, indem man m z. B. durch die Gleichung bestimmt: 


n(n-+1)—2 


2 
Pr 


0 = m’(e+1)— 


BE = 


Er. dr 


und dann weiter wegen (12°), dass eine Funetion existiren müsste, welche 


so folgt nothwendig: 


mit ihren sämmtlichen Ableitungen verschwindet. Zu demselben unmög- 
lichen Resultate gelangt man, wenn anderseits: 


n(n+1)—2 


> 
6 


1 


0 = m’(e+1)— 
7 


sesetzt wird. 

Für die Vollkugel ergiebt sich durch einige weitere Schlüsse das 
vleiche Resultat. 

Somit lassen sich keine Werthe für #,. ®,, w, auffinden. welche 


gleichzeitig den Gleichungen für Longitudinalsehwingungen genügen. 


- 


$.5. Folgende sechs specielle Werthsysteme sind möglich: 
u =), 9, 0; 9,9% =V, ww; 4, 9%, =); 


+ 


=, =UV m; u) 9, m =V; u, 9, =) w,=0. 


Betrachtet man das erste Werthsystem, so besteht wegen (3.) die 
Bedingung 9, =0 für r=r, undr=r. Da aber ® der ersten Gleichung 
(9.) wegen von r unabhängig ist, so kann dieser Bedingung nur genügt 
werden dadurch, dass für jeden Werth von r 4, =0 ist. Dann aber „iebt 
las betrachtete Werthsystem keine Longitudinalschwingungen. In ähnlicher 
Weise ist leicht zu erkennen, dass nur das letzte Werthsystem allen 


- 


Forderungen genügt. Setzt man also in (5.), (6.) und 2.) 9, =w,—(0, so 


werden #, und 9, von g und w unabhängig und durch folgende Gleichungen 
bestimmt: 


d’u, ‚ do 
- = (WW, 
dt‘ 


Z 
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mit der Bedingung für r=r,. r=r.: 


du, 
ed. + . = #), 
dr 
Hieraus folgen die Werthe: 
cos R 
W =  . mwi—, 
- sin Ur 
„cos 1 drR' 
%, = 3. mol 
m r dr 


m ist durch eine transcendente Gleichung mit reellen Wurzeln *) gegeben. 
Die Bestimmung der übrigen Constanten durch die Anfangsbedingungen ist 
ohne Schwierigkeit. 

Da ec, =w, =0, so wird bei reinen Longitudinalschwingungen jedes 
Kugeltheilchen nur in der Richtung des Radius verschoben, und es erleiden 
alle Theilchen, welche auf derselben Kugeloberfläche liegen, die gleiche 
Verrückung. Die Schwingungszahlen hängen von beiden Elastieitätseon- 
stanten ab. Als Knotenflächen treten Kugelflächen auf, deren Radien der 
Gleichung R'(r) = 0 genügen. 


ll. 
Reine Transversalschwingungen **). 
$.6. Drei Funetionen «, ©, @, werden gesucht, welche den Glei- 
chungen (7.) und (8.) und den Bedingungen (3.) genügen. Wir setzen wieder: 


COS < 
u = ., MWilS, 
| sin 
ER cos 
15.) I ro,=.. moln, 
| sin 
COS - 
erw, = .. MWFL, 
| sin 


und erhalten zur Bestimmung der drei Functionen £&, 7, E von r, y, w aus 


(7.), (8.) und (2.) folgende vier Gleichungen: 


a u. SE 
Nr) +m'r$— N, 
r dr 
| ' | 2 2 den 2c d&E 2s dr’& 
(16.) x A’len)+m’cen—- = — Se 5, 
| r dr r dy r  dy 
a he 2 d& 2s den 
” („Jrm a z a -+ 229 & . 
Fe. r dw rc’ dw 


*) Der Beweis der Realität ist analog dem pag. 14—19 meiner Dissertation. 
*#®) Dieser Theil ist Abdruck des zweiten Theils meiner Dissertation in abge- 
kürzter Form. 





W 


in 


N 
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dr’ & I der I de 
H“, () Baar = / | > 
16°.) dr + C dy ce’ dw ’ 


wo das Zeiehen &. die Operation (10%), V’. folgende bezeichnet: 


Vo 
FR .q a 2s d. 
(17.) ‚= A. +-< 
r’c dy 


Ausserdem ist zur Abkürzung gesetzt s = sing. 


Die Oberflächenbedingungen (3.) liefern folgende Relationen: 


dE 
- — ), 
| dr 
1] JE d z 
us a Mi 
) / ° | „* (), 
(18.) dg ! dr 
| dg N 2 f r = 0) 
dıy y Au dr 


Aus den Bedingungen (18.) geht in Verbindung mit (16°) und der ersten 
Gleichung (16.) folgende hervor 


f 1 d’r’& [ > l ) > 
(18°.) 0=2 = +[m— ‚re. 
dr r”; 


Diese Gleichung gilt nur an der Oberfläche und ist die Bedingung dafür, 
lass bei Transversalschwingungen das Volumenelement auch an der Ober- 
läche ungeändert bleibt. 

Die Funetion 5 hat demnach für r=r, und r=r, zwei Bedingungen 
zu genügen. Wir untersuchen, ob, dies möglich ist. Der allgemeine Aus- 
Imek für r’& wird der ersten Gleichung (16.) zufolge von der Form sein: 

1) Ka P7, 
wo R” und 8” die frühere Bedeutung haben ((14“.), (14°.)). 

Durch (19.) und (14.) gehen die erste Gleichung (18.) und (18°) 
in foleende Bedingungen über, denen nun R’ für r=r, undr=r, zu ge- 
niieen hat: 


Rh” 
4 
E_ v 
dr ’ 
(nA) 2 
' nn ) ku m 
(m’—2 z )R > 0: 
\ gr 


Diese beiden Gleichungen sind mit einander unverträglich und verlangen 
ct. $. 4), dass R’=(, somit = m =. 
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$. 7. Durch das gewonnene lesultat vereinfachen sieh die Gleichungen 
wesentlich; die zweite (16.) für er nimmt die Form der ersten an. Die in 
Schwierigkeiten, welche noch die dritte Gleichung (16.) zu machen scheint. 
sind leicht gehoben, wenn man auf die einfache Beziehung zwischen 7 und 
© Rücksicht nimmt, welche nun aus (16°) hervorgeht: 


den d£ 5 
V = € —! 
dy r dw 
sie zeigt, dass 7 und Z in Beziehung auf die Veränderliche r gleichwerthig Sie 
sind, und veranlasst en und T in folgender Form anzusetzen: 
„ ds” 
en = h 
hs, dıy 
(20.) | is 
| & = —Rre——+R"&. 
es, dy 
Und in der "That behalten AR” und S” ihre frühere Bedeutung, und wird Di 
P als Funetion von g allein durch die Gleichung: 
BR d 1 dd zu 
(21) € - +n(n+l)P = 0 | 
a, dp ce dy | ' tra 
bestimmt, so genügen die Ausdrücke (20.) auch den beiden letzten Grlei- Se 
chungen (16.) und sind nach Summation über » die allgemeinsten. tä 
Die Integrale von Gleichung (21.) stehen zu denen der Gleichung: hi 
er I ARE BI 
—C +n(n-+1)P = 0 
ce dp dy | ki 
in sehr einfacher Beziehung. Sei das eine von (21.) hier gültige Integral de 
9, so ist: W 
a 
% = c——-*). 
dy 
Daher lässt der Ausdruck für en erkennen, dass das erste Glied das 
zweite als singuläre Lösung enthält. Wir erhalten daher einfach: 
ds" 
(20°, = —R’c—— | : 
it > dy | Ü 
.), 
*) Diese Beziehungen hat Herr O. E. Meyer dieses Journal Bd. 75 nachgewiesen. Mn 


— Zwischen den Integralen der allgemeineren Gleichung 
d 1 dP ( v’\ 
E— — -+ (nn +1) — )P= 0 
dp ce dy m) e® 
und den Zugeordneten der Kugelfunctionen bestehen Beziehungen, welche in die 
obigen für » = 0 übergehen. Achnlich sind die der Gleichung 
d 1 df ( En 
EL — — Dame - rn = (0) 
de x de ' a" [ 
genügenden Functionen den Besselschen beigeordnet. (Meine Dissertation pag. 34.) 
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Den Oberflächenbedingungen wird jetzt genügt, wenn die Constanten 
in R" den Gleichungen: 


R" , R" 
d—, d—, 
r r 
— U —() 
u}; und 7 


vemäss bestimmt werden. 
Für die Componenten einer rein transversalen Verrückung ergeben 
sich somit folgende Werthe: 
uU, = ), 
1 are dS" cos 


ei EER 


ai . mwsE, 
TC m n=0 dıy sın Br 


dS” eos 


1 na 
I ER. mw@st. 


m ni dg sın 

Dem Werthe »—=0, wodurch v, = 0, entspricht die reine Torsion der Kugel. 
Während die einzelnen Kugeltheilchen bei rein longitudinalen Schwin- 
sungen in der Richtung des Radius verschoben werden, erleiden sie bei rein 
transversalen Schwingungen Verrückungen senkrecht zum ladius. Die 
Schwingungszahlen hängen nur von der einen Constanten w, ab. Als Knoten- 
flächen treten im Allgemeinen nur eoncentrische Kugelflächen auf, deren 
hadien Wurzeln der Gleichung RX, (r)=0 sind. Doch giebt es bei reinen 
Torsionsschwingungen noch Knotenflächen anderer Art. Dies sind Kreis- 
kegelflächen, deren gemeinsame Spitze und Axe mit dem Mittelpunkt und 
der Axe der Kugel zusammenfallen. und deren Erzeugungswinkel g als 


y Be dP" 
Wurzeln der Gleichung ra 0 gegeben sind. 
( 
III, 


Coexistirende Longitudinal- und Transversalschwingungen. 
$.8. Es sind die allgemeinen Ausdrücke für die Funetionen v=u,+@,, 
ve= 9% +9, e=w,+w, herzustellen. so dass «,, ®,, w, den Gleichungen 
3.) und (6.), ©, %, w, den Gleichungen (7.) und (8) und +. ©, +e® 
©, +, den Bedingungsgleichungen (3.) genügen. 


Der dritten Forderung zufolge haben wir anzusetzen: 


cos \ 
| ir: Zu misS,. 
Ss 
| COS 
(21°. \ rom „min, 
S 
2 
crw, = _._ miL,, 
\ sin a 
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cos 2 
e = 2 miS;, 
cos 
COS ,. 
erw, = ul min, 


21.) 09=9,=| mto, 


sın 


- 


wo 5, 21 %s &, 9, & und o Functionen von r, p, w bezeichnen; m ist 


eine ÜUonstante. 


Setzt man zur Abkürzung 
22) m=., m=o. 
so werden die Funetionen $,, n,, & und o aus (10.) und (11.) erhalten, 
wenn darin für m, &, n, & resp. m,, &, 1, { geschrieben wird. 
Die Differentialgleichungen für &, 7, & gehen aus (16.) und (16.) 
hervor, indem an Stelle von m, &, n, © resp. m,, &, 7, & tritt. Wir er- 
halten dadurch: 


ats ea 2 u! 
A (r’&)-+mzr Mr = == 0, 
| Bin ’ 2 den, 2c dE 2s dr’E 
29, 2 2 en — Ei MAURER Te ie EEE 
(23.) A (em) tmen r dr r dp * " dd 
TC) mE 2 dd. _ 2 d&,, 2s dem, 
Ts a a r dw  r’c’ dw 
(23%) RR dr’ &, ı I den, ı . dd, 


dr ce dp 'c dw 
Die Form der Gleichungen (23.) veranlasst zu setzen: 


(= 
(24.) m = n.+ m, 
u = Br 


wo rechts sechs neue Funetionen von r, , w stehen, die so zu bestimmen 
sind, dass jedes der drei Werthsysteme 
= & = M, C, = En; = 0, mn= m, C, = be; er = 0, m)-= 0, Cr = ee 
für sich den Gleichungen (23.) und (23°) genügt. 

jesondere Schwierigkeiten scheint die Herstellung der Funetionen 
5, 72, & zu machen. Doch ergeben sich merkwürdig einfache Ausdrücke. 
Es lässt nämlich Gleichung (23°) vermuthen, dass &, 7», & sich in folgender 
Form darstellen lassen: 





wi 
dr 
zie 
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(25.) mg 
| A dZ 
rn dıy 


wo N und 7% Functionen von r, © von p und ı bezeichnen. Diese Aus- 
drieke genügen der Gleichung (43°), wenn zwischen NR und % die Be- 
ziehung besteht: 

nn ie AR 

(25°) n(n+1),5 = % 
und © der Definitionsgleichung für die Kugelfunetionen genügt. Aber 
alsdann erfüllen die Ausdrücke (25.) auch das Gleichungensystem (23.). 
sobald der Funetion NR die Bedeutung von AR" beigelegt wird, nur dass m 
durch m, zu ersetzen ist. Dadurch wird nämlich die erste der Gleichungen 
(23.) identisch erfüllt; die zweite und dritte gehen durch (25°) in die 
erste über. 

Die Differentialgleichungen für 73, & ergeben sich aus (23.) und 
(23°.), wenn darin &=0 gesetzt wird. Daher sind »,. & von der Form 
der im vorigen Paragraphen hergestellten Funetionen n, &. & ist, wie 
daselbst gezeigt wurde, in 7, enthalten. 

$. 9. Bezeichnet man mit A}, AR} die vollständigen Lösungen der 
Difterentialgleichungen: 


d’R" tn n(n-+-1) 
_ (m TS \R — 0 
i | dr‘ N e Fr 
(26.) gr a 
wa. n(n—-1) . 
| > (m}— /\R - () 
dr“ . r" 


und unterscheidet sieh R” von R}, © und ©” von S” nur dureh die Con- 
stanten, so können die im vorigen Paragraphen hergestellten Funetionen 
folgendermassen geschrieben werden mit hücksicht erstens auf (10.). (11. 
und (13.), zweitens auf (25.) und (25), drittens auf (20.) und (20”, 
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E 
r 


2 R: ©”, 


1 dR, dE" 


n(n+1) dr dp’ 


1 dRı der 





n(n+1) dr dw’ 


Ai ! 1 dar 

= m 
(27°) “ an 
= Are 
dp 


Hiermit sind die Funetionen in ihrer allgemeinsten Form hergestellt. 
Sie sind nun durch die Oberflächenbedingungen zu specialisiren. Dazu 
führen wir v=u+w, e=v+r, w=w,+w, in (3.) ein, dann gehen diese 
Bedingungen mit Rücksicht auf (21°”°.) über in: 


0 = £0-+ = 
dr 
N 
d, 
7. Dt We Sr ek 
ie \ dy JE 
S 
\ I NPRR Be 
dw ü dr ° 


wo zur Abkürzung gesetzt wurde: 


Un 
Un 
In 


1 23 
(28°.) h = n+m, 


= + on. 


ww 


Mit Rücksicht auf (28°), (24.) und (27°) zeigen die erste der Glei- 
ehungen (28.), dass 

SS" ua Ss” 

lie zweite und dritte mit Rücksicht auf (27’.) und (27°), dass das Werth- 

system &=0, n=n,&=& hier keinen Sinn hat. Hierdurch werden die 

beiden letzten Bedingungen (28.) identisch, so dass nur zwei übrig bleiben: 


3 


also haben wir vier Gleichungen zur Bestimmung von vier Constanten, 
nämlich von m und den Verhältnissen dreier in R’ und R% enthaltenen Con- 
stanten zur vierten. Somit kann allen Bedingungen genügt werden. 

Es ergeben sich folgende Ausdrücke für die Volumenänderung # 
und die Componenten einer Verrückung des dritten Zustandes mit Rück- 
sicht auf (4.), (21°”°.), (24.), (27%’.) und (22.) und mit Rücksicht dar- 





A 


a 


h 
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auf, ds m =& =& =0O zu setzen ist: 
a A - 
0=53>5 . mS—, 
m n—ı IN r 
R" 
nT®© 008  : 6 R” \) 
ee y Ss ) f a 
u= 532 . miS’i—— +—, 
m n—ı 91 m dr Fr 
WiR..2 MER  AME -EE - | dR? 
vr = —S2>3 . mt 2 ur a | ‘ 
r, = 2 u dg m r n(n-+1) dr 
I ©0098 d’( oo, R 1 dR” \ 
vw = — . mi ar - Ri 
ren nm dıy m r n(n +1) dr 


Der erste Theil in diesen Ausdrücken für «, e, w entspricht der longi- 
tudinalen, der zweite der transversalen Verrückung. S” ist definirt durch 
14°.), Ri, R} durch (26.), (14.) und (14“.). 
Knotenflächen treten nicht auf; die Schwingungszahlen sind von 
beiden Elasticitätseonstanten abhängig und, wie man leicht erkennt, ver- 
schieden von denen der beiden ersten Schwingungszustände. 


Breslau, im Mai 1879. 











Ueber die Addition und Multiplication der 
elliptischen Functionen. 
(Von den Herren Frobenius und Stickelberger in Zürich.) 


Die Entwickelung der Quadratwurzel aus einer ganzen Funetion 
vierten Grades in einen Kettenbruch ist von Jacobi (dieses Journal Bd. 7. 
S. 41) mit Hülfe der Multiplication der elliptischen Functionen ausgeführt 
worden, nachdem schon vorher Abel (dieses Journal Bd. 1, 8.185) auf den 
Zusammenhang dieser Kettenbruchentwickelung mit den elliptischen Inte- 
gralen aufmerksam gemacht hatte. Die von Jacobi ohne Beweis mitge- 
theilten Formeln sind von Herrn Borchardt aus dem Abelschen Theorem 
abgeleitet und auf die Kettenbruchentwickelung der Quadratwurzel aus 
einer beliebigen ganzen Funetion ausgedehnt worden (dieses Journal Bd. 48. 
S. 69). - Nun sind aber andererseits von Jacobi allgemeine Formeln für die 
Umwandlung einer Potenzreihe in einen Kettenbruch aufgestellt worden 
(dieses Journal Bd. 15, 8. 119—124: Bd. 30, 5. 1485—156; vgl. auch 
Joachimsthal, dieses Journal Bd. 48, 8. 397). Um daher die Formeln für 
die Multiplieation der elliptischen Funetionen zu erhalten, haben wir ein- 
fach diese algebraischen und jene transcendenten Ausdrücke für die Elemente 
der Kettenbruchentwiekelung der Quadratwurzel aus einer Funetion vierten 
Grades zusammengestellt. Auf diese Weise finden wir die Multiplieations- 
formeln sowohl in der Gestalt, wie sie Herr Drioschi (Compt. Rend. t. 59. 
p. 770) angegeben hat, als auch in der wesentlich davon verschiedenen 
Form, in der sie Herr Kiepert (dieses Journal Bd. 76, 5. 21) entwickelt hat. 

Die genaue Untersuchung des Falles, wo der Kettenbruch periodisch ist, 
hat uns auf eine merkwürdige Beziehung seiner Näherungsbrüche zur umge- 
kehrten Transformation der elliptischen Funetionen geführt. Bekanntlich lässt 


sich die Function *) 9(w) = p(u; w, w') durch die Funetion (a) = p(u; w,nw') 


=) Ueber die im Folgenden benutzten Bezeichnungen des Herrn Weierstrass vgl. 
Kiepert, dieses Journal Bd. 76, 8. 22. 


ra 


(d 


)) 


X 
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rational ausdrücken, und es ist umgekehrt 9(z) eine durch Wurzelgrössen 
ausdrückbare algebraische Funetion von @(w). Die von Herrm Kiepert 
(dieses Journal Bd. 76, 5. 40) gegebene Darstellung dieser Function leidet 
an dem Uebelstande, welchen Gauss (Werke II, 5. 249) an der Lagrangeschen 
Darstellung seiner Methode für die Auflösung der Kreistheilungsgleichungen 
rerügt hat. Herr Kiepert findet den Ausdruck von @(w) durch 9(w) durch 
Differentiation einer Gleichung von der Gestalt 
! ' 


0 0 
n— (u; w, no) = 


: (u;0,0)-+cu+R,+R,+---+R 


n—1% 


wo e eine Uonstante und AR} eine ganze Funetion von (a) und ga) ist, 
für welche er einen sehr eleganten Ausdruck in Determinantenform ableitet. 
Nun lassen sich aber jene „ten Wurzeln alle rational durch eine unter ihnen, 
etwa R,_,=R ausdrücken, wie schon Jacobi (dieses Journal Bd. 4, S. 191) 
angedeutet und Herr Sylow (Forhandlingar i Vid. Selsk. i Christiania, 1864, 
S. 80) näher ausgeführt hat. Setzt man 


RR=V,=-T-!pW)U,, R_,=V 


n—139 

so sind T, und U, ganze Funetionen von 9(a), und zwar ist e der »t® 
Näherungsbruch des Kettenbruches, in welchen sich die Reihe umwandeln 
lässt, die man durch Entwickelung von }9'(a) nach Potenzen von u) = ) 
erhält. 

Für den Zweck, welchem der hier betrachtete Kettenbruch dient, ist 
es gleichgültig, ob er convergent ist oder nicht; derselbe hat nur die Be- 
deutung einer symbolischen Zusammenfassung seiner sämmtlichen Näherungs- 
werthe (vgl. Abel, 1. e. S. 198). Der »t®e Näherungsbruch des Kettenbruches, 
den Abel und Jacobi für die Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
vierten Grades von x entwickelt haben, kann a priori dadurch definirt 
werden, dass seine Entwiekelung nach absteigenden Potenzen von x in den 
ersten 2»-+1 Gliedern mit der entsprechenden Entwickelung der Wurzel 
ibereinkommt. Man erhält also aus demselben keinen Näherungsbruch, 
dessen Entwiekelung auf genau 22 Glieder mit der Entwickelung der 
Wurzel übereinstimmt. Indem wir den Kettenbruch so umwandelten, dass 
er beide Arten von Näherungsbrüchen liefert, erreichten wir zugleich eine 
bedeutende formale Vereinfachung. Um von einem vollständigen Quotienten 


1 “ 
q zum folgenden g’ zu gelangen, setzt Abel g= v+ my WO q für = 
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unendlich gross wird, e also das Aggregat derjenigen Glieder in der Ent- 
wickelung von g nach absteigenden Potenzen von x ist, welche positive 
Potenzen von x enthalten, das constante Glied inbegriffen. Wir aber 
wählen für oe nur das Glied der Entwickelung von g, welches die höchste 


nicht negative Potenz von x enthält (also Null, wenn g für =» ver- 
schwindet). Im Allgemeinen ist e bei Abel von der Form ax+b, bei uns 
abwechselnd von der Form ax oder b. 

Nach einer ähnlichen Methode wie die Multiplieationsformeln lassen 
sich auch die Additionsformeln für die elliptischen Functionen ableiten, indem 
man statt des Kettenbruches für y=4x9'(wa), d. h. statt der rationalen Func- 
tionen, deren Entwiekelungen sich so enge als möglich an die Entwicke- 
lung von y anschliessen, solche rationale Funetionen betrachtet, welche für 
möglichst viele verschiedene gegebene Werthe mit y übereinstimmen. 


$.1. 


Umwandlung einer Potenzreihe in einen Kettenbruch. 
It y=-aw+a2+@x2°+:-- eine nach steigenden Potenzen von x 
N 
m 
bestimmen, deren Zähler vom mter und deren Nenner vom (nr —1)!en Grade 


geordnete Reihe, so kann man im Allgemeinen eine rationale Function 


ist, und deren Entwickelung nach steigenden Potenzen von z bis zur 

(m+n—1)ter Potenz mit y übereinstimmt, so dass also die Keihenentwicke- 
Pi : . ' 

j mit a" beginnt; und es ist leicht zu sehen, dass 

es nie mehr als einen diesen Bedingungen genügenden Bruch geben kann. Ist 


1) Teb+tbat +2, U=smtmet+W,e”, 


» r T zu 
lung von 7 —y = 


so ergeben sich aus der Voraussetzung 
W+rbcH4t+ Inc" 
= (W+WC+ +0," +) ut ct +u,_,E") 

die Gleichungen 

2) u = wu tan t ta, (u=V\,1,... m), 

9.) 0 = u, +au,_ıt''+ta,u, v=m+1,... m+n-—1), 
in denen = 0 zu setzen ist, falls A >nr—1 ist. Diesen m+r homogenen 
linearen Gleichungen zwisehen den m-+»-+1 zu bestimmenden Coefficienten 
kann man stets durch Werthe der Unbekannten genügen, die nicht sämmt- 





W 


W 


IS 
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lieh Null sind. Für besondere Werthe der Coefficienten a, kann der so 
gefundene Bruch ee reduetibel sein, oder es können die Coeffieienten #, 
oder #,_, Null sein. Indessen können die Grössen a, nieht alle Null sein, 
weil sonst den Gleichungen (2.) zufolge auch die Grössen { 
verschwinden würden. 


sämmtlich 


dd 


Die Funetionen T und U bezeichnen wir für den Fall m=n mit T,, 
und U,,, für den Fall m=»+1 mit T,,,., und U;,,.. Aus den Glei- 
chungen (1.), (2.) und (3.) ergiebt sich 

eu A 


(—1 > C. En __ Mb d; ... dA, 1} 


Br TREE 


l 





ac" +a, x" Bon 
-VT, = ve + mE no... 
| In an 
Urac++a,r Our +++ Au-ı 
(4) Ar 
T re 
» T .— a d ...% d ) 
Cn+1Vanzı aus . . 
1 Auy2 vr. An 
va ta tn 5... ur 
rm | „n—2 ... I_ pp" +1 n 
Wi; Mi; —_ | + +T U ee Any] 





| UhacC+ + +a, ect" a2... A 
WO 6, und e,,;, unbestimmte Constanten sind. Ueber dieselben verfügen 
wir so, dass der Coefficient von z”"' in Ü;, und der Coefficient von x="”*' in 
T;,;, gleich 1 wird, wir setzen also 


A; oo. Ayıı | A, oe Ayyı 
(5.) (—1)” 6, =]|° oe. % »_ COHr = 
| d, 2 d,.—ı d, er) 99“ d,,, 


und damit jene Verfügung statthaft sei, nehmen wir an, dass die Determi- 
nanten (5.), soweit sie in die Rechnung eingehen, sämmtlich von Null 
verschieden sind. Da den Formeln (4.) zufolge 
> \ Cy 
(6.) U,(0) 2 sa c | 
Ist, so kann alsdann U, für = 0 nicht verschwinden. Setzt man ferner 
(7.) T,-yU, = TV, 
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so ergeben sich aus den Formeln (4.) die Gleichungen 


a," ++ 4,0" +... d; ... Ad, 


; | +1 2 
-1te, U, = | Wet tr Mr arı 


| 1 2 
Et + net Hr Aare Anni 


. In+1 
d.rı ge” +4,42 2” ee. Ad; ... dA, 

2 In-+1 
4," +03 2" ++ lu 





| 2 In+1 
N Pr nn 
8) 


d; at? dA, art’ ne d; ... dA, +1 
7 TH ut a er, 


-2 3 
G,,28%"' +4,30"? y. dr? ... d,, 


In+1 In+? ı 
A,,2 X +4,ı3 % zu u / a ı PR 


2na+1 ı n+?2 


r4,„r4 c u 1 Ze d; ... dr? | 





d, +3 IT 


In+ %n+? 
d;, MT ll» dsn ‚2 I P + ner d„xr2 ... d;, 


Mithin fängt die Entwickelung von V, mit (—1) u an. Ist endlich 
da, A. dl, d; =... d.r2 
(9.) (—1)” b,, en | re j Dani — |. ar ö 
A, ... An—ı | Ad, "m. ar (d;, 
2 Da \natEn: 
so ist der Coeffieient von =” in T,, gleich —- und der Coeffieient von x’ 
. . b>,, L, . a 
in U,,,, gleich —"-. Speeiell ist 
Cn+1 
1 
r ER 
uU U=1, D=—, 
‚ u i a, ta c+a,x 
T,=sı, TR=a+ae, T;, = BR 
; a,c’ta x’-+ 
Y,=rn, = -428%°-40°--, 1, = Er a | 
=> 1L =-L 8-08, & =, 


,=0 Bonn, ber Se 


Aus den beiden Gleichungen T,—-yU,=V,, T,.,—-yU,ı =... folgt 
T,U,. .—T,.U,=V,U,.1-V,.U,. Die Entwiekelung der linken Seite nach 


n+-1 n 


steigenden Potenzen von x hört mit dem Gliede (—1)"*'z" auf, währen! 


die der rechten Seite mit (—1)"*'x” anfängt. Folglich ist 
(10) TU,4-T,,0. = (Dr a". 





ul 


W 


> 4 
IS 


I 


ul 
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Daher kann der grösste gemeinsame Divisor von T, und U, nur eine Potenz 


U, 
irreduetibel. Aus der Gleichung (10.) und der analogen Gleichung 


T,_\U,-T,U,_ı = (-1)" x" ergiebt sich T, (U, ,-zU,_) = U, (T,.ı-xT,_)). 
Folglich ist die linke Seite durch U, theilbar, und mithin ist, weil T, und 
U, theilerfremd sind, U,,,— zU,_ı durch U, theilbar, und weil jene Funetion 
nieht von höherem Grade ist als diese, so ist ihr Quotient eine Constante, 
die wir mit k, bezeichnen werden. Demnach ist 

(11) u, = AZ 

(12) U.= kU+eU,.. 

(13.) Vrı = kV, +xV 


n—1* 


von z sein, also ist, da U, für &=0 nicht verschwindet, der Bruch 


Setzt man in der Formel (12.) z2=0, so erhält man zufolge der 
Gleichung (6.) 


! Cu 1 
(14.) k, == ru k, 2 d, ° k; ya . 
Cn—1Cn +1 d, 
Vergleicht man, falls » ungerade ist, in der Formel (11.), und falls » ge- 


rade ist, in der Formel (12.) die Coefficienten der höchsten Potenzen von 
x, so findet man 


won b.+ b, b, b 
(15.) k, — - R net “ k, = — “ k; ua n “ 
| Ca+1 Cn—1 C, C, 
und mithin 
ba4 
\ 16.) —H > k,+k,_+ kunst, 


n—+1 
wo die Reihe mit %, oder k, schliesst, je nachdem » gerade oder ungerade 
ist. Durch Vergleichung der beiden Werthe von 4, ergiebt sich die be- 
kannte Determinantenrelation 


(17.) b„.1 1 du-1 Cy4 nn 2 


n 


Setzt man 
wi Re 

so ergiebt sich aus Formel (13.) 
(19.) ww, = 


und mithin die Kettenbruchentwickelung 


(20) I = Kt 


x ® 
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Der „te Näherungswerth des für 9 abgeleiteten Kettenbruchs ist den 
Reeursionsformeln (11.) und (12.) zufolge 


T, | y 

( 2 1.) - U —= Ayrd,TC 4 u 
# Kt x 43 

F k, + Pas T 





Für die Anwendung, die wir von dieser Untersuchung machen 
wollen, ist es von Wichtigkeit, einen speciellen Fall zu betrachten, in 
welchem die Grössen ce, nicht sämmtlich von Null verschieden sind. Die 
Coefficienten a, seien Funetionen einer Variabeln, und diese möge sich 
einem Werthe nähern, für welchen ec, verschwindet, e,_, und c„.;, aber 
nicht, und für welchen die Grössen a,, so weit sie in Betracht kommen. 
alle endlich bleiben. Zufolge der Relationen (17.) 


m — 


> 


Duar2 Cu b,. C „+2 u Cn +19 b,, C, 477 bn_. Cn u Cn—1 b) 
also, da c„=Ö ist, 


»)» ? 2 
(22.) Tr b CC +2 ur Ca+13 b Cn—2 — Cn—1s 


m m 


sind unter dieser Annahme auch e,;, und e,_, von Null verschieden. Da 


- 


die Functionen T,, U,, V,. Brüche mit dem Nenner c, sind, so betrachten 
wir statt derselben ihre Zähler (c„T,), (c„U,). (e„V,). Aus den Formeln 
(13.) und (14.) ergiebt sich 


ee en ER 
(c„) a ea Te V.„_‘+ Cn x) m—? ) ) m+1 = ——— ( n) a + x) m—1 3 


Cn—2 Cn—ıCm-+1 


also für e„=0 nach (22.) 


(Ce, V,)  — b, & 1) y m+1 —=T EP 

23. ’\= 7  - 

(23.) (C, U nr we b, U„-ı, U,, 5 Wa T B “ 
(€, T,,) an b,, a ’ T — T T, 


m-+i n—1 


und mithin 


(24.) Tu-ı _ (CmTm) _ Tm+ı 
- a U l (Cm Un) Un+ı 


(25.) RE U, +27 m+4-2 Ü, u; (—1)"c”, 


ml 


(26.) ER un k Var t x Fan 


m 


Die Formel (23.) zeigt, dass (c,V. 


m 


) nieht identisch Null ist. Aus der 
Formel (25.) schliesst man mit Hülfe der Relationen 


U Der, ee 


m—!1 


Cm—1 Cn +? 








in 


du 


un 


od 


So) 


un 


Ar 


Be 


Su) 


Se 


Su) 
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r ® ° . .. E u +2 5 
in derselben Weise wie oben, dass die Briche n - und 7 Irre- 
/m—l m--2 


netibel sind. 
Setzt man in Formel (13.) für » der Reihe nach m—1.m und m-+] 
und eliminirt aus diesen drei Gleichungen V,, und V,,.,. so erhält man 


- 


Var? (ku k,, k,, tr (k,, „rt hin l ) €) V ıT \ R ki, + T)ITc ;; > 


Ir 


oder nach (14.) und (15.) 


r Cn—1Cm+1 b, +2 . 2 ’ f ( Cn l 
Yun = (rien (ben _ ea yzyy, Hate 4 2)er, 
Cm—  Cm+?2 N Cn+?2 Cm Cm—1Cm-+? 
Setzt man 
Lay) Cn—1Cm+1 h +2 Bas 2 
(2 ( ) . =-— l 4 —] 9 = w h 1 
C Cm? ( ) ( 


so ergiebt sich für e,„= 0 


m 


) 


m 2 


(28.) Von = (+, 2)V _,+aV 
und mithin 


2 


(29 ) W B,  UERBE/RL en... & Be 2° | 
BETEN, m—? y i 
teten u 0, ® 
tn — 17T Am -+1 ehe Ser 4 
kn + NW ) 
rl m+ 2 


Aus den Formeln (23.) und (28.) ergiebt sich die Gleichung 
k,. l } SER u r J re J m+2 ki, +1 J n-+1*® 
jezeichnet man den gemeinsamen Werth dieser beiden Ausdrücke mit 
(30.) V, ZZ T,.— y E, 
so ist, da k,=0 ist, 
mr Eier. nur air. rules | 
\ 32.) na U_—T,. U, 1 = \ —] '., Er U, + —T en U’ — | —] er Ir" A 
Setzt man also 


ee en 


so Ist 
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2. 


IP 


Hülfssätze aus der Theorie der elliptischen Functionen. 

Unter einer elliptischen Function verstehen wir jede doppelt periodische 
Function, die im Endlichen überall den Charakter einer rationalen hat (vgl. 
dieses Journal Bd. 83, S. 177). Die wichtigsten Formen, unter denen sich 
jede elliptische Function g(a) darstellen lässt, sind die folgenden: 

1. Wird g(a) für v=e,,... e, und die econgruenten Werthe Null 
und für a=w,... wa, unendlich (jeder Werth so oft gezählt, wie seine 
OÖrdnungszahl angiebt), so istm=n>1 und Fu,—Fv, gleich einer Periode. 
Man kann daher die 2r Grüssen a, und e, durch econgruente ersetzen, so dass 

1) wtutr+u = vto+ +, 
ist. Dann ist 
eo o(u—v,)o(u—ı .o(u—v, 
@) pw) = er ua u, 
wo © eine Constante ist (Hermite, dieses Journal Bd. 32, S. 289). Z. B. ist 


(3,) Le | (+ u)ow—u) 


J\U)— y\v) = 
\ y o(u)’o(r)° 
Die Zahl » heisst der Grad der elliptischen Function % («). 


[2 


b, u.s. w., und sind in den Entwickelungen von g(a) nach Potenzen von 


2. Sind « der Grössen w,,... «, eongruent a, P derselben eongruent 


u—a, u—b, ... 


7 Yolek. SEINEN YO. IRERFRORRESEN WORR: VER. 
U—A u—dü u—a 

1 1 ki; 1 
B- -—B,D a ee —B; ‚D u 


u—b u—b Rn u—b 
die Aggregate der negativen Potenzen, so ist 


oO 
(4) A+B+C+.-=0 


4 


und 
o' a q R } (a— 
| \y(u) = — H+A Ei a—a)+A,p(a—a) + +A, np, (aa) 
(9.) ‘ g' 
| +B : („—b)+B,p(a—b)+++B, 9" ?(a—b)+ 
wo H eine Constante ist. Sind die » Werthe «,, ... a, alle incongruent. 
so ist der Üoeffiecient von er der Entwiekelung von (a) gleich 
TE 
‚ (u, —d,)...0(uU, — du) 


5 | oder wenn man 
o(u, —u,)...o(u —u, 


fu) = olu—u)...olu—u,), gia) = 0(u—v,)...0(u—v,) 





en 
ZU 
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9W). 
f’(u,) 


er Voraussetzung (1.) die Relation 


setzt, gleich 


Aus der Formel (4.) ergiebt sich daher, dass unter 


( 6 ) g(u,) g(u,) 1 } g(u,) 
f'(u,) f’(u,) - Fiw) 
besteht. Z. B. ist für n=3 


_ o(u+v) o(u—v) o(v'+o")o(v'—v”) 
(d.) 


" 


+ o(u+e') o(u—v") oo" -+v) o(o"—v)+o(u+o") o(u—v") o(v+o')o(e—v') — 0, 
Sind z,, ... a, sämmtlich Null, wird also g(w) nur für = (0 un- 
endlich gross von der „t% Ordnung, so ist den Gleichungen (4.) und (5.) 
zufolge 

(8) gu) = H+AP(u) +A,p (u) ++ A," (a). 
Daher kann man die Potenzen von @(«a) durch die geraden Ableitungen linear 


ausdrücken, und durch Auflösung dieser linearen Gleichungen 9°” (a) (und 


durch Differentiation auch als ganze Funetionen zten Grades von 
(a) darstellen. Mithin ist auch y(«) eine ganze Function von @(w) und 9'(a). 
3. Jede elliptische Function g(«) lässt sich als rationale Funetion 


von @9(a) und 9'(w), und wenn sie gerade ist, als rationale Function von 


: u ö . p(u ; 
(a) allein darstellen. Denn nach Gleiehung (2.) ist ar gleich dem 
(Juotienten der beiden elliptischen Funetionen 
o(u—v )...o(u—r,)o(ut+p, + —+P9,) o(u—u,)...o(u—u,)o(u+u ++ u,) 
| ’ \n-1 . 


o(u)"' o(u) 


welche nur für «= 0 unendlich werden, und sich daher, wie eben gezeigt. 
als ganze Funetionen von @(w) und 9(w) darstellen lassen. Dasselbe Re- 
sultat ergiebt sich aus der Formel (5.) mit Hülfe der Additionstheoreme 


h . i 0’ 
der Funetionen (a), @(u) und 9(w), welehe sich in den Satz zusammen- 
OÖ 


fassen lassen: Ist vte+e =0, so ist 


o' o' o' I 

\ \u)r ©) (w) = Ipolu)+po(ko)+o(w) 

0 17 0 
(9.) 

Y»\ Kar Yar\ N 17 N 
2 ‚ PW)—PN A ‚ PW)—HuU) _ ı #9 u) „v) 
u a\ Bi BT ur r = —. u a 
ala )JPW) YIW)— U) wu) — plv) 


Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der speeiellen Funetion 
' ! ' ’ 


Ä | 0 
10. P(u,ov,w) = 4 e‘-+ m) — uat-o-+w). 
: ’ Ö 0 Ö G 


welche in Bezug auf jedes der Argumente «, vo, » eine elliptische Funetion 
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zweiten Grades ist und das Zeichen wechselt, wenn a, e, w alle drei das 
Zeichen wechseln. Setzt man 


"22. ate+w+s = (, 
so ist 
E; | er S F- ®; 
(12) P(iu,ve,w) = “+ —(e)+— (w)+ — (s), 
LE. u,®, TE 


n.\ 
s 


und bleibt daher ungeändert, falls die drei Variabeln «, e, w durch irgen«d 


drei der vier Veränderlichen «, e, w, s ersetzt werden: wir werden sie 
daher auch bisweilen mit P(a,e,w,s) bezeichnen. Als Funetion von u 


betrachtet wird P nur für „=0 und für «= —e—w unendlich gross von 
der ersten Ordnung, und verschwindet, wie leicht zu sehen, für «= —r 
und a=—w, und für keinen andern Werth, da sie nur für zwei Wertle 


unendlich gross wird. Da endlich die Entwickelung von P nach Potenzen 
von a mit dem Grliede - anfängt, so ist nach Formel (2.) (vgl. Jacobi, 
dieses Jourmal Bd. 15, 8. 204; Hermite, Compt. rend. tom. 85, p. 731: 
Enneper, Götting. Nachr. 1878, 5.550: Halphen, Compt. rend. tom. 88. 
p. 416; vgl. auch dieses Journal Bd. 83, 8.177 


o(v+w)o(w-u)o(u-+rv) 


\ 


o(u)olw)o(w)o(u+c+tw) 


(13.) FPfu,ve,w) = 


Aus der Gleichung (10.) folgt 


u = H9la+e+w)—gp(u), 
und mithin 


P(u,v, w) = / (plu+e-+w) — 9(u)) du f (vluate+w)—y (u))du. 
— U e 


— |) 


Subtrahirt man von der Formel (12.) die Gleichung 
! ! 


ui; ar 
0 = —(ute)+ — (w+s), 
0 0 


so erhält man vermöre der in (9.) enthaltenen Formel 
bee) i 2 


o' | o' 0 PU) —yp'(e) 
(14.) (urv) = + — (ev) +4 (W) a 
0 0 0) “ Hlu)— p(v) 
oPlun.n — PW-PL) , vw) Ps) 
\ ZI (UV, WW) - u) — ’(%) T Yı \_ PN 
(15, Pu)— pl Pw) — LS) 
-. PUW)—Huw) , PW)-PS) _ PAW)—Ps) , Pa) — pw) 
\ »yau)—plw) YPÜEW)—p(S) Pu)— pl) PR) — pw) 
1 . Y n oo I 
Der Ausdruck wird, als Funetion von « betrachtet. für «= —e und 


P 





u: 


U- 


ul 


Wi 


ul 


IS 








Frobenius u. Stickelberger, Addition u. Multiplication elliptischer Functionen. 157 


a=—w unendlich gross von der ersten Ordnung, und der Coeffieient von 


1 . a} . . ui 3 
— in der Entwiekelung nach Potenzen von @«+e ist nach Formel (3.) 
uTrV% 


und (13.) gleich Daher ist 


Pw)— pl) 
i TEE TSURRN. 
ee ((uto)- (ut w))+H, 


wo H von a unabhängig ist. Da p für u=0 verschwindet, so ist 
o' 
(0) — (1). 
0 


1 0) 
und man erhält folglich mit Hülfe der Formel (14.) 


ne p(w)—p(v) \o 


i 2 1 9(u) — pe) (u) — pw) 
u Er Nr en} 
| 2 "2 0 (u) 
(17.) PP (9) — pLe))(Plu) — pw) 
P'(v) Ä p'(w) 


+ BENENEEENEE . nen - 
(Pr) Pw)) rw) — Pu) — (Plw) — Plu))(Plw)— »(o)) 

Aus dieser Darstellung ergeben sich noch drei andere, indem man die 
Variabeln a, e, w durch irgend drei der vier Grössen a, ®, w, s ersetzt. 

Nachdem wir so die Function P auf verschiedene Arten dargestellt 
haben, gehen wir zur Untersuchung der Relationen über, welche zwischen 
mehreren Funetionen P mit verschiedenen Argumenten bestehen. Aus der 
Formel (12.) ergiebt sich, wenn 

uru =e+0V =w+w 
ist, die Gleichung 
(18) Pie,v, —w, —w')+P (w, w, —u, -—u)+P(u,w, —, —) = (. 
Allgemeiner besteht, wenn 
IH! =uatW=ec+V"=wH+tuw' 

ist, die Relation 
19, Pi, !,—u, —u)P(e,v, -—w, —w')+P(t,t, —, —v')P(w, w', —u, —u'\ 
(14. 
\ / r/ ' r „"\ > i ' r PR.‘ com 
! +Pit,t, -—w, -—w)P(u,u, —v,—v) =. 
Denn betrachten wir in dem Ausdrucke links allen t und !=a-—t als 
variabel, dagegen alle andern Grössen, mithin auch a, als constant, so stellt 
derselbe eine elliptische Function von f dar, welche nur für £=0 und 
t=a, d.h. ?=0, unendlich gross von der ersten Ordnung werden kann. 
\ .% / { rs . 1 1 . . 
Da aber nach Formel (18.) der Coeffieient von (resp. 7) in der Ent- 
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wiekelung nach Potenzen von £ (resp. !) gleich Null ist, und da eine 
elliptische Funetion, welche nieht unendlieh gross wird, sich auf eine Con- 
stante redueirt, so ist der betrachtete Ausdruck von £ unabhängig. Da 
derselbe überdies, wie leicht zu sehen, für {=« verschwindet, so ist er 
identisch gleich Null. Dasselbe Resultat lässt sich auch aus der Re- 
lation (7.) ableiten. 


Aus den Formeln (3.) und (13.) findet man ferner die Relationen 


(20.) Pu, v, e)P(u, d, c+Ww) — (u)— 9 (®), 
91,7) FPotwo-w) _ Pluro)—ple) 
Iren P(u, Ü, v) Bw) — pw) 


Durch Combination der Gleichungen (18.) und (20.) erhält man endlich 


PL 


Äh | Yu) — vv) 
22, Pr N. 
22. P’u,a,b—-P ve,a,b P(u, v,a+b) 


Die Multiplication der elliptischen Functionen. 


Ist y die Reihe, welche sich durch die Entwickelung der Function 





}Y4®—g,s—g, nach Potenzen von s-s,= x ergiebt, so lässt sich der in 
$.1 definirte Ausdruck V, mit Hülfe der Theorie der elliptischen Funetionen 
a priori angeben. s, bedeutet hier einen constanten Werth, für welchen 
die Quadratwurzel nicht gleich Null ist, und die Reihe y ist dureh eine 
bestimmte Verfügung über ihr Anfangsglied «a,, d. h. über das Zeichen der 
(Juadratwurzel für s= s,, eindeutig definirt. Setzt man 

s=oa, VYls-ns- =p (u), 

s=pie, VI ps -p=p(v), 

z=o9(u)-plo), y=4p'(u), 
also 
er I drpe) 


= +: 
. ® nm! do)" 


so liegt für kleine Werthe von x die Grösse a nahe bei e (und nicht bei —®). 
Wir werden unten zeigen, dass für diesen Fall die Determinanten 
9.) $. 1 nieht identisch verschwinden, und beschränken daher vorläufig s 
auf Werthe, für die keine der in Betracht kommenden Grössen e, Null ist. 
Unter diesen Voraussetzungen ist V, = T,-ip'(ua)U, eine ganze 


Function von 9a) und 9a), deren Entwickelung nach aufsteigenden 








ul 


ul 


al 


rZ 
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Potenzen von « den Festsetzungen zufolge, die wir über die Coefficienten 
der höchsten Potenzen von = in T, und U, getroffen haben, mit +. 
beginnt. Da also V, nur für «=0 (und die congruenten Werthe) unendlich 
gross Von der (a+1)ten Ordnung wird, so verschwindet es auch für genau 
n+1 incongruente Werthe, deren Summe Null ist. Falls # hinreichend 
nahe bei e liegt, fängt die Entwickelung von V, nach Potenzen von 
a a)—ge) mit der „te Potenz an. Daher sind » jener Werthe gleich © 
und mithin ist der (a+1)t® gleich —ne. Nach $. 2, 1 ist folglich 


, 


o(v— u)" o(u--nr) 
o(u)"*'o(v)"o(ne) 


Y 


n 


ID 


4) = 


und demnach 
olv-+ u)" olu—nv) 
uU = (—1)" —: £ ( , En. 
| ou)" t'ole)"o(ne) 

\ 


(4) V„(wV,(—-u = (p(e)-p(a))" (p(ne)—p(u)). 
Da 9(u) gerade und 9'(w) ungerade ist, so ist 


(5.\ Y,w)=T,-4p (uU, V,-uw=T-+}4p(uU,. 

‚nn y r z . ’_yY r 1 . . Pr 

(6. T,=4(V,(w+V,(-u)), U,= er - (N, i—uW)—V, (w)). 
k u) 


Ferner ist nach Gleichung (18.), $. 1 


7 Ww - o(u—v)o(u+(n+1)vo(ne) 
E , o(u)o(u+ne)o(v)o(n-+1)e 
also nach $. 2 
u) — o(v 
W,= -P(u, —, (n+1\e)= — r I pl ) 
. vr P(u, v, nv) 
ee, - 0 
— u+ne — u— n+1)c- ® 
107 0 0 177 
(8, en / (ou (9 a+ne)) du 
4 Pu) — p’(nv) ‚ Pe) — p'(ne) 
7" HW)— pm) *° plo)—p(me) ’ 


W-! Pu)— pr) |, P" ) 
TE 9 aW)—plr) ° pe) 

Nach Formel (19.). $.1 ist 
(9 k,+W,(u = 


Fi. fa\ 
Plu)— pe) 


W„-ı(u) 


wo k, eine Uonstante ist. Daraus ergiebt sich für = +r 


\ "Ei 2 ARE EN ve) 
10.) k,=-W,(-r) = Wi_,(@)' 


21” 





160 Frobenius u. Stickelberger, Addition u. Multiplication elliptischer Functionen. 





also 
Be a a o(nv)'o(2e) ER 
k,= Po, o, (n-1)o) = o(n—1)o o(n+1)v o(v)? 
\ u a 
(11.) or (n+1)e — (n 1)e—2 ö (0) = ee 
a Ba a W 
k, (20) 2 0 (©) u | o'(e) 
Da 
2v) 
19 TFT WRRGBER..... .... } 
(12.) 1% (®) o(v)* 
ist, so ist folglich, falls man 
13, FREE (.D2 
\ 13.) pP (®) o(v)" 
setzt, 


Pn-ı(d)Pn+1(d) 
Vergleicht man damit die Formel (14.), $. 1, so erkennt man, dass die 
Gleichung 


1x Fn (©) 
m) er A 
p'(e) 
für den Werth » des Index richtig ist, falls sie für alle kleineren Werthe 
desselben gilt, also allgemein gültig ist, weil «=1, = -1, =1. 
2 =—g(e) ist. Nach Formel (11.) ist 
Ri; 0 
v k,+knotknat: = — a+lJ)e-(a+1) v. 
Durch Vergleichung dieser Formel mit (16.), $. 1, ergiebt sich 
zo. b, 0 .» pn(%) ef. #; 
(16.) u. (nv)—n— vo, = — na) (- a (v)). 
p'(v) 2 


Setzt man für 5b, und ec, ihre Werthe ein, so erhält man demnach die 
folgenden Gleichungen: (vgl. Jacobi, dieses Journal Bd. 4, 8.187; Abel, 
Oeuvr. tom. II, p. 144; Cayley, Phil. Trans. vol. 151, p. 225; Brioschi, Rendi- 
eonti d. Ist. Lombardo, 1864, p. 344; Compt. rend. tom. 59, p. 770) 
a ee RT 
Ba IE AT delt? 
‘ ' ?a+?p+1 @a+p+1 jr 
18.) 1)" ü (nu) ni ı _P’W) ; d er % (u) 
 olu)"p'(u) ”- (a +P+H1)! doluWetrH! 
o(2?n+1)u Fon u e; 
roh EEE ( z (2n-+1l)u (Zn+1l)— (a)) 
OLE det Po (u) 
? (a+A!  dplu)et? 


(a,ß=1...®), 





(0,9 =1,...n—1). 


19.) 


\&, B u 2, ... n, 


| 
| 





>] 


id 


Ww 


er 


W 


IS 


Is 


Se 


in 
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„ o(2nu a 
(--1)" au Ce 2nu) — 2n u)) 
Be | 
, | 9 (u) a+25—3 de+P—19'(u) x 2 n \ 
= 7} 164 = “ ..». [ 
2 («+9 Ad — 4} do(u)“ +91 b) [? N, 


Specielle Fälle dieser Formeln sind 
o(3u) _ Pu)’ d’y'(u) o(4u) 9 (u)? d’p (u) 


ou A Apu? au" 12 dp) 


2) (< (3u) —3 BL u)) = 9 (0), 

ou BE lu)” d’olu 
Fa: er ähe \ )= ra % ae 

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die Determinanten (5.), $. 1 nicht 
identisch verschwinden. Dies kann geschehen mit Hülfe der folgenden Be- 
trachtungen. Ist f,(x) eine ganze Function zte? Grades von x, in welcher 
* ‚len Coeffieienten h, hat, so ist die Determinante »ten Grades 

£(0)|= Uh,.Ua,—8), (,4=(4,1,..n-—1), 

wo sich das zweite Produet auf alle Paare der Zahlen von O0 bis n—1 
erstreckt, für welche « > ? ist. Setzt man in dieser Formel 


ke = ...H2). 


[ er 2 ı(2—1)...(e—m-+1) 


1.2... 


wo 


ist, so erhält man 

Ge Ed Dee 

m-+-2/ m’ m+a— 
Ist speciell 

2 = +4, 

so wird 

Fe = n(*7°) u 3 

m+% \m "m+ra—Pß 


Die linke Seite dieser Gleichung lässt sich dureh Einführung der Bezeichnung 
A4fiz) = fle+l)—f(x 

. .. . . \ LI . . 

in bekannter Weise auf die Gestalt A). bringen; und weil 


Be) = : ) 


ist, so ist folglich 


a er n(® HAN 77 a— 


\m-4.—1/ m m+-a— 3 
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Ersetzt man endlich » durch m-+»—1. und vertauscht dann die Colonnen 


der Determinante so, dass die letzte zur ersten, die vorletzte zur zweiten u. s. w. 
wird, so erhält man 

— 1( c+4 —-ß 
(1) “ m Sa er m -+ Dear 
diese Determinante verschwindet also für die ganzzahligen Werthe von « 
von —(n—1) an bis +{m+n—2), und ist für alle andern Werthe von « 
von Null verschieden. 


(21.) RE 


Setzt man nun 9(v)=s, so fängt die Entwickelung des Ausdruckes 


Io'(e)=Vr-4 Igs—4g, nach fallenden Potenzen von s mit s® an, also 


die von 
1 dep) 2 \ d-u 
oe er mit Br, 
u! 2dplw)“ u 

und mithin z. B. diejenige der Determinante 


BE © | 1 a 'w) | tt | 2 
an = Berare| = EA 2cpoyrir| Mit (v+242)|® 


- a —nl —1|) 
C 2 


Der Coeftficient dieses Gliedes ist daher gleich der Determinante (21.) für 
z=3, m=2, und ist folglich von Null verschieden. 


S. 4. 
Ueber die Näherungswerthe des Kettenbruches für die Function p'(u). 
Die Determinanten, welche wir in $.1 für die Funetionen V,, T,, U, 


entwickelt haben, lassen sich nach Jacobi (dieses Journal Bd. 30, S. 150 
in der folgenden eleganten Weise umformen. Setzt man 


P(u)— pe) 9 (v) ), Rn 
.) > L- fr =— j . ), en l “ © “ 4 En 4 “ , 
ee) mr Ile) 
(2.) R, - > n Ro ’ zi .. R. 4 E L f Q, == 1 a“, 


n! dy(e)" n! do(v)" ' 


so ergeben sich durch »-malige Differentiation der Gleichungen 


n! dy(v)" ' 


19 e)=Ip(u)—(plu)—p(e))R,, 490) = (plu)—-p(v))P, 4’ (ep u)—plv))= U 
nach @(e) die Relationen 
a,=R, ,—(p(u)—p(v))R,, a,= Ip (u)—(plu)—ple))R,. 
(3.) a,=(p(u)—-p(e))P,-P.ı, Ww=(p(w)—p(e))P,, 
pi Pa)—-pe))—an=Q, Hmlpw)—ple)) = Oı. 








D: 


In 


6 


nn. 


D 


Se 


An 


um 









(4.) 


(9) 


Indem man daher die Ausdrücke R,, P,, Q 


Daraus folgt, wenn man wieder 9(u)—gp(®) 
dt d,X + En + dA, 2 — 4 (0 u) 


Aut a,c-+ .. a," — 





+1 D 
rt, 


in die 


n 


8.), $&.1 einführt, erhält man die Formeln: 


x setzt. 
— rm” +1 R, ' 


Determinanten (4.) 
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und 


6 a u ou 
\ DEE me, Con Van DB 0 ? Cn+1Vanzı | 
ee | - 
Fra F Vi 
R, du+1 ... (Ann 1 R,;; d.+2 d,, 
V. R, ... R, V R; ° R, 1 
-\ Con ın BE f 1 n Con +ı Pin+1 K 
‘ 2 ” gen ne h j n \ a re 1} Re } f ’ 
R, ... R,, l R.+ı .. R,, 
P, «a . 4, P._ & ;; 
Q f 1” ConTon En | Can } ı Ta. +1 ae : 
O 4, at 1 ie i - N ’ gn +2 = N "ns 
P, d,+1 ... Am) 5 dr: d,, 
P ... P P; u Pr 
Q (—_1}" CnTen Bir L ’ ö ‚ " E Can +1 T3, +1 _ R ’ ? 
Ve Be SUCHER . 
n » 0. 2n—l a 6. Side ın 
. | 0; ... Our 0; .. O5» 
10.) — 1)" 0.02, ua Da f . \ B Cn+ılanyı . u ’ 2 
(, 1 ++® O,,._ı Our. .. Q,, 
Dass die Determinanten (7.) für «= —2ne, respective a = —(2n-+1)» ver- 
schwinden, hat bereits Herr Brioschi (Comptes Rendus t. 59, 8. 771 


angegeben. 


Zu einer anderen Darstellumz der Funetion V, in Determinantenform 


selangt man durch die folgenden Betrachtungen. 


Funetion ist. 


welche nur für x = 


Toss von der (a +] ten Ordnung 


die Form 


V„ = H+Ap(wW)+A,9 (u) + +7 


bringen. 


en ig Ar 
() == H+A,g9 eo +4A,9 e be +A, ı ge) 


und folglich 


„= Alp(u)—-p(e))+A (pw) (e))+ +4," (a) 


Weil sie für « = 


ev verschwindet. ist 


Da 
0 und die congruenten Werthe unendlich 


wird, so lässt sie sich nach $. 2, 2 


y 


n 


eine elliptische 


auf 


— 909) v)). 


Da überdies V, für unendlich kleine Werthe von @—e unendlich klein von 


der „ten Ordnung wird, so 


ist 


= ANA A 





„e1.2..0—1). 
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Endlich ist, weil die Entwickelung von V, nach aufsteigenden Potenzen 


s * 1 
von a mit — 


anfängt, 


(—1)” I 
ee 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 
' o(v—u)"o(u-+ne) 
" o(u)"tto(e)" o(nv) 
ke re 1 SZ Ale) R1)/\ 
11, alu, — po, (0)... 9 vo BR? Ay 
Hu —p re Bio) ... ge) 
r . . “ ge =. 9" 3) © 


(2 


KETTE) le)... HD) 


Für den Fall, dass e der (»n-+1)!e Theil einer Periode ist, ist diese Formel 
von Herrn Kiepert (dieses Journal Bd. 76, S. 35) angegeben worden. 
Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von 


«— ev, und vergleicht die Coetfieienten von (#«—e)”, so erhält man 


— (n!\’ o(n+1)e ‚ofme) 


(oe) ... 9%e) 9) ... 9" Ko) 
Re 


9%lo) ... gg ep) 9" Xo) ... 9%" "”(e) 
Setzt man in dieser Formel für » der Reihe nach 1, 2, ... 2—1. und 
multiplieirt die so erhaltenen Gleichungen mit einander, so ergiebt sich 
(Kiepert, 1. ec. S. 31: vgl. dieses Journal Bd. 83, S. 179) 


o(mu) ee el) 

12.) (IP 1l21.. a IL = |. . 
j o(u) (n—1) fu,\ AQn—3) (z 
@ (U ...9 (u 


Zwischen den verschiedenen Näherungswerthen des für 9'(w) ent- 
wickelten Kettenbruches bestehen zahlreiche Relationen, von denen wir die 
hauptsächlichsten hier zusammenstellen wollen. Zu dem Ende ist es zweck- 
mässig, auch für negative Werthe von 
o(v—u)o(u-+ne) 
o(u)"t!o(v)" o(nv) 


18) W% 


zu setzen. Aus dieser Definition ergeben sieh sofort die Relationen 


+ 4,(0) 4; 
(14.) ’___. = Fl —V,(e—u), 
Pn+1(0) 


(15.) ,aV_, au) = p(u—p(ne). 
Nach Formel (4.), $. 3 ist folglich 


/ 


(16. V.-u) = -(pie)—-p(u))"V_.(w). 








Be 


Su 


ul 


1S 


n: 
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Bedient man sich ferner der Bezeichnung, die wir in $. 2 eingeführt haben, 
so erhält man die Formel 

m Pi f 

(ii) =» ZUR 


m+n 


 — > F “ “ 
— P(u, mv, nv). 


Da Y_\,=1 und V,=p(u—p(e) ist, so folgt hieraus für m = +] 


V.+1 . Yu) — pe) 
—— = Pfau, —v, (n+1)e) = I —— — 
f er ine P(u,v, nv) 
und mithin 
(18.) V. = (p(w)—-p(o))P(u, —v,20)P(u, —v, 30)... Pu, —v, nv 
oo (lu) — 9(v))” wo / 
(19.) oA) v Ber; P(u,v,v)P(u,v, 2v)... P(u,e, (n—1)e). 


Aus den Formeln {18.) und /19.). $. 2 ergiebt sich, wenn 

) > ie) 

a+ta=I+4+b =cıHl=n 
Ist, 
\P(be, b'v, —cv, —c'v)V,V.,+P(ev, c'v, —av, —a'e)V,V, 
(20.) _ 
ao +P (ar, av, be, -b’e)V,V. = 0, 
(21) VV.-V,V,. = Pla, a’v, —bov, —b'o)V,. 

Ersetzt man in der letzten Formel » durch »-+m, so geht sie für «= m, 
a=n,b=m+n+1l, b"’=-—1 in 

(22.) V„V. = Po, mo, no)V sn t Varuzı 


über. Es lässt sich also das Produet je zweier Funetionen V, mit positiven 
Indices als lineare Verbindung solelier Grössen mit constanten Coefficienten 
darstellen*). Speciell ergiebt sich für m=1 die Reeursionsformel (vgl. 
$.1, (13.)) 

(23.) V.4ı = -Plw, ev, (na-1)e)V, + (p(W)—-ple))V,-ı. 

*) Da die Function V,(w) nur für «= 0 unendlich wird und ihre Entwickelung 
nach Potenzen von u mit dem Gliede „ anfängt, so lässt sich jede elliptische 
u"? _ . 
Funetion p(u), die nur für «=0 unendlich gross von der »*" Ordnung wird, auf 
die Gestalt 
gu = A, +A,V (W)+--+4A,-1V,-ı(u) 

bringen. Durchläuft « einen hinreichend kleinen um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreis, so ist für positive Werthe von m und n 

fr. (u)V_„-ı(u)du = ?in, SV V_,._(u)du=0, (m> n) 


und mithin ist 


Zin An = F(u)V_._ı(u)du, A,= gl). 
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Iirsetzt man in der Formel (22.) » durch —n, so erhält man mit Benutzung 


von (16.) 
24.) -V,.WV,( = (p(e)—-p(u)) (Pe, me, -—w)V, + Var) 
9 (e)— p’(nv) 


(25.) 2V,.ı(uV,(-u) = Vi vu) (p(u)—p' o)— 


Nun ist 
V, (u ‚= T,— 40’ u U,, V, - u) a T,+ a 2 a)U,; 


es zerfallen daher die beiden vorangehenden Gleichungen in die folgenden vier: 


26.) 4 W’U„U,—-T,T, = (p(v) -p(w)"(P(v, mo, —w)T,_,+T,...), 
27) TuU,-U,T, = (p(0) pm) (Po, mo, —ne)U, ,+U,_.4.) 
| 2 (4 (OA u } Ü, U, —TTr ı) 
28.) | 


J 


i ar w'(nv) i PER, 
= (p(e)—p(u)) (g' v) Te) — pm) (Pu)—p 0))), 


(29) UT 
Aus der Gleiehung (27.) ergiebt sich 
30, U„n+1ı+P(v, mv, no) U, x 


—U,.T, = p(e)—-p(u))". 


n+1 


= M,; Ä 
U„-n+P(v, mo, —(n-+H1)e) Un—n-ı Hr knr2t . x 
d ® 
| Rn 
Aus den Formeln (21.), $.2 und (17.) folgt 
31, TR FR u p(u+me) — o(nv) V:. A P(u+nv)— p(ne) 
P V; Y(me)— p(me) V? 9 (nv) 
7. B. ist fürm=1 undm=—|1 
. „ Plu-+e)— p(nv , ‚ P(u—v) — p(nv 
Yan ll po) )— p(ne) V,_,) == Zn) 


Po) —p(ne) ai mei olo)—p(ne) 
und mithin ist in Folge der Gleichung (15.) 
P(u-+v)— p(ne) 


Var 


a, u BR) Tre) 
v | _ KW NE) PPC). 
p(lu—v)— p(nv) 


Aus diesen Reeursionsformeln erhält man die Darstellungen (vgl. Jacobi, 


dieses Journal Bd. 4, S. 190; Hermite, dieses Journal Bd. 32, 8. 287) 


7 _ fifa _iafa 2a PlU+P)— p(o) *—\ P(u-+v)— p(24-+1)v 
Yn = Pu) -po)) »(e) PO) —-PlLI+I)w)(plu) — p(2iv)) 
| PU) PR), 7 (Pa) — Pl24v))(Plo) —P(2A—1)o) 
(33.) 7 Pa—o)— pl) % P(u—0) — p(2A—1)o 


I p(u+v)— p(2Av) 
ROT open) (Ku KRT) 
a (Pu PRAHIE)PL)—P(2AD)) 

rw vo) p(u—v)—p(2Av) 


Tr 
— 
> ° 
= 
Ss 
En 
Pa 
I 


, Bar. > E \ 
lo)— pn) (Kia) 9v))). 





di 


is 
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8.D. 


Ueber den Fall, wo der Kettenbruch periodisch wird. 
Wir gehen nun dazu über, die Modificationen zu untersuchen, welche 
die in $&. 3 abgeleitete Kettenbruchentwiekelung 


N). 0 (u)—'(v) en 


H"(v) , PU) —- pe) 


| 


u p(u) N „(®) pe) (ve) Ylu)- „v) 
plo)—pl2v) 9%) 
N _aAuN Te*+., , Mu)—plv) 
wv) X ) 4 — 
Wı®v 


N 


Pır)—p )v) 
erfährt, wenn die Grössen e, nieht sämmtlieh von Null verschieden sind. 
Nach Formel (15.) $. 5 kann e, nur dann Null sein, wenn me eine Periode. 
d.h. gleich 220+2/Pw ist, wo 2» und 20’ zwei Fundamentalperioden von 
(wu), und «e und 5 ganze Zahlen sind. Ist 


20 
(2.) eo = 
n 


stets und nur dann 


m 


der genaue x'® Theil einer Periode *), so ist mithin e 
Null, wenn m durch » theilbar ist, und dann sind e,_, und e,., von Null 
verschieden. In diesem Falle ist nach Formel (8), 3 W,=W,, falls 


du 


, = u (mod.n) ist, und nach Formel (11), .3 A, = k,, falls = + u (mod.n) 
ist. Die in $1 für e„=0 zwischen W,_, und W,.,= W, abeeleitete 


kelation kann man hier einfacher in folgender Weise erhalten. Da 


+ 


nn PW)—pr) |, pP") o(u—v)o(u-+-2v) 
Wa)=4 a EZ = ne 
“ HKu)—plve) ° 90) o(u)o(u+v)o(?v) 
W_.(u) o(u—v)o(u+(m—1)v)o(m—2)v o(u—v)' o(2v) 
) = - un = x 
Erle o(u)o(v)o(u+(m— ?2)e)o(m—1)v o(u)o(v)’o(u—?2v) 


ist, so ist 


(3) Wu W, 


m— 


o(u+r)o(u—v) 


o(u) o(v) 


(u) = = 9(0)-plu)=—r. 


*) Eine Grösse v heisst ein genauer n'“" Theil einer Periode, wenn nieht schon 
ein kleineres Vielfaches derselben als das »-fache einer Periode gleich ist. Nennt man 
eine Periode eine Fundamentalperiode, wenn kein Bruchtheil derselben gleieh einer 
Periode ist, so ist jeder genaue »'* Theil einer Periode dem »'" Theile einer Funda- 
mentalperiode 2» congruent, wie leicht aus dem Satze folgt: Wenn die Zahlen a, b, n 
keinen Divisor gemeinsam haben, so giebt es zwei den Zahlen a, b (mod.n) con- 
gruente Zahlen, die schon unter sich keinen Divisor gemeinsam haben. (Vgl. p. 111 
dieses Bandes.) 


22* 





























Setzt man ferner 


lichen, so erhält man 


und folglich nach (3.) 


kn? 


wenn man, falls m» durch » theilbar ist, 


+ „ Fe 2 
(8.) m, me ) ©), k,, ei 


setzt. Speciell ist für n = 3 
T 


? o(W)—p(e) 


Mit Hülfe der Formel 


o(u)o(e) 


f 
/ 


I / U; 
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ı) ) W, —? z 
also 
6, ı ou) — k . ER 
(b.) 2 Ylu)—(v) 7 Bt.. 
oder 
PU)—pKo) _ Be 
(7) 4 Pu)— pe) EIER 


w (u) Z k+ # — 
+ un. 


(9)  o(u+2aw+2Pw) = (-1)"FrrtP 


Damit der Kettenbruch (1.) eonvergent sei, 


WE... o"(v) 
ak. HU) HD) r2 pw) ’ 
so 18t 
a p’(u) 
u 


Vertauscht man hier « mit —« und addirt die neue Formel zur ursprüng- 


2k+W, (W+W,(—-u) = 0 


2k+W m-+1 





Ki > 2 
OU Wen 


kart as rn 


r PB) 
us 0, Kunst en 


p'(v) 


- YRFe. 


e(en+Pm)Wutrao+Per) z («) 


ergiebt sich aus der Gleichung (2.), $. 3 unter der Annahme (2.) 


u Ve "y FR RR 


ist nothwendig und hinreichend, 


V; ( u) 


s T', | a 
dass sich —- —9= ——- oder nach Formel (6.), $. 3 -—— bei 


Y,(—u)—V;(u) 


wi 


ıst 
de 


> 
— 
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wachsendem 4 der Grenze Null nähert, oder dass 


\ V;(u) o(v—u) \ o(Av-+u) 
— == ( Tr ze 
lim )  odeı lim ( u v 


Yı(—u) 
ist. Unter der Voraussetzung (2.) redueirt sich diese Bedingung mit Hülfe 
der Formel (10.) darauf, dass 


V„-ı(u) “m] ER 1 —4p'(u)U, 1 
Pr. (— u) vn En ı+4P'(u) I u 1 


dem absoluten Werthe nach kleiner als 1 ist. Ist dieser Quotient für einen 


[Z2.) 


bestimmten Werth #«=w' grösser als 1, so ist er für „=—w kleiner als 1. 
Da nun die Elemente des für 9a) erhaltenen Kettenbruchs nur von 
s=g@(u) abhängen, und da gu) eine gerade und 9'(w) eine ungerade 
Funetion ist, so ist folglich der Kettenbruch (6.) für alle Werthe von s 
eonvergent, für welche der Quotient (11.) nicht dem absoluten Werthe nach 
oleich 1 ist, und zwar ist er gleich demjenigen der beiden Werthe der 
(Juadratwurzel 


12) do) = 414’ —-s—-=1V(s-e)(s—e)(s—e,), 


welcher dem bestimmten Näherungsbruche näher liegt, als der andere. 


n—1 
U, 1 
Da der Ausdruck (11.) eine rationale Function von s und der Quadrat- 
wurzel (12.) ist, so bilden die Werthe, für welche er dem absoluten Be- 
trage nach gleich 1 ist, einen Zweig einer algebraischen Curve, auf welcher 
die Stellen e,, &, e; und der unendlich ferne Punkt liegen. 


+ 


$. 6. 
Die umgekehrte Transformation der elliptischen Functionen. 

Die berühmte Jacobische Formel für die umgekehrte Transformation 
n'°n Grades der elliptischen Funetionen (dieses Journal Bd. 4, S. 190) ist 
von Herrn Hermite (dieses Journal Bd. 32, 8. 287) und neuerdings von 
Herrn Kiepert dieses Journal Bd. 76, 5.40) abgeleitet worden. Wir re- 
produeiren hier kurz die letztere Darstellung, legen aber zur Vereinfachung 
(der Constantenbestimmungen statt der Function (a) die Funetion 


! 


f 0 “ \ j u 
1) va)=w(uw,o)= „u;o, w) — I 


' 


1777 


zu Grunde. Dieselbe wird nur für die Werthe »® = 2«w»+2Pw' unendlich 
gross von der ersten Ordnung, und ihre Entwicekelung nach Potenzen von 
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. a 1 4 \ HE: az 
a— w beginnt mit —— » Sie ist nieht, wie g- (a) in Bezug auf w und w 


symmetrisch, sondern hat die Periode 20‘, 


cs \ e [4 A en \ 
2.) vwlu+2w) = w(u). 


vw 
Ö u u 23 nu 
n url 


(3.) R,\W)=:- it. Va... nl 

Ä Ä _/%o 
(Wo - ) 
[) 


Setzt man ferner 


so Ist 


2 1ı 


(4. R,(u+20)=R,(u), R,(a+2w)=o”R,(w, o=e”. 
Die Funetion R,(u) hat also die Perioden 2w und 2nw'; sie wird ferner 


nur für die a Werthe 


5.) u=2uw (u=0,1,..n-1) 


\ 
/ 


und die (mod.2w, 2nw') congruenten Werthe unendlich gross von der ersten 


8 
Ordnung. Setzt man also 


nn en o' 0' 5 zn 
2% ba ‚ ’ / vw / . A\ z { Ei. / R ' 
6.) WU) YUV, NWD ), - u,= g uw,nw,, vwiu)=Ww(iuw,nw |, 
so ist nach $. 2, 2 


’ ui 0 , N — 
R,(u) = AHA, 2 (w—_2uw), ZA,=0 


und folelich 

R,(u) = B+ZA, wiu—2uw'), 
wo zufolge der Formel (2.) « statt der Zahlen 0, 1,... a—1 irgend ein 
vollständiges Restsystem (mod.z) durchlaufen kann. Durch Vergleichung 
der Coefficienten von j ergiebt sich A,= 1. Vermehrt man ferner « um 
2w', so erhält man 
o”(B+=A, w(u-2uw') = B+& A, w(u+20'—2uw') = BH EA, wv(u—2uw)), 


und mithin 


B=(0, 4 =0”A,, 


url T N 


und folglich 
(7) R,(u) = Fo" w(u—2uw). 
In der nämlichen Weise findet man die Relation 
oa) = -UÜ+Fplu—2uw'), 
und daraus durch Integration 


o' 


2 (u) = Cu+D+=z (u—2uw!). 





Ww 


in 


m: 


s0 


un 


D: 


an 
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Folglich ist 


v(ua) = Au+B+Z&w[(u—2uw). 


/ufolge der Itelation 

v(—u—2uo) = —w(u+2uo) = —w(a—2(n—u w') 
wechselt die in dieser Formel vorkommende Summe ihr Zeichen, wenn 
in —a übergeht, und da dasselbe mit w(a) und « der Fall ist, so muss 
B=0 sein. Da ferner w(w) und w(w) die Periode 2nw haben, so findet 
man, indem man « um 2»nw' vermehrt, dass auch A=0 ist. Mithin ist 

8) va) = Zw(u—2uw). 

Durch Auflösung der » Gleichungen 7.) und 8.) ergiebt sich nun die 
sesuchte Formel 


9.) nwlu—-2uw) = w(u)+&o”R, (u). 
: 
Setzt man 
‚ 2 
(10. es 
N 


so ist der Gleichung (10.), $.5 zufolge 
8, % R=R_,(u= 


und mithin nach Formel 


4 


ow—u) — 
> 


o(u)o(®) 


|: u Eu. 
12.) 1 


| =, R=V,R“. 
Demnach ist 


+ 


13.) n v _ An 2u w) — yv a 13 0"? V R- r 


woV,=T,—4p'\u)U, eine ganze Function von 9a) =s und 9 (u) = V4s’—g,s—q, 
und R die „te Wurzel aus einer ganzen Function dieser Grössen ist. An- 
statt die verschiedenen »!®® Wurzeln R,, welche in die Formel /9.) ein- 
gehen, durch eine unter ihnen rational auszudrücken, kann man auch die 
”—1 Funetionen R, in der Umgebung der Stelle s= x simultan definiren. 
R,;=S, ist nämlich eine ganze Funetion von s und Y4s’—gs—g;, deren 


y4s’ u Ti 


Iintwickelung nach absteigenden Potenzen von t= 5 =_ mit #* 
Ss 


l 
anfängt; mithin beginnt die Entwickelung von S,/ mit o,t, wo o, eine nt® 
. l 
Wurzel der Einheit is. Damit nun der Ausdruck IS’ gleich einem der 


» Werthe nw (a —-2uw')—ıy(u) sei, muss 0, =oY sein. 
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Aus den in $.4 zwischen den Funetionen V, entwickelten Relationen 
ergeben sich ebenso viele Beziehungen zwischen den Wurzeln R,: 


v 


«14.) R,(u)R,(-u) =p(ve)—p(u), R,(u)R,_,(u) =p(u—p(ve), 


(15.) R(-u) = —R,_,(w), 
i RuR; 
(16.) Rasa == Pin, Av, Pe), 
(17.) R,R; = Pie, oe, Po)R,,;+ RR, , 54: 
Bi... | Zan 0. 2Pn dR.;3 
(18.) R,R, = ( (ao) + (Bo) a, 


19) BR = (rd Ze dr- 


Ö ) n du 


Die Formel (17.) wird illusorischh wenn «+ = nr oder n—1 ist, die Formel 
(18.) nur, wenn @&+ß=n ist. Ist endlich 
a+a=ß+P = y+y' = y, 
so 18t 
20.) P(Pe, Pe, —ye,—ye)R,R,+P(yv,ye,—ev, —a'v)R;R; 
| + Pla, av, —Pe, —-Per)R,R,=0, 
(21) R,R.—R;R, = P(ev, ev, -Po, —P'v)R,. 

7. 


Transformation der Kettenbruchentwickelung durch Einführung neuer Variabeln. 





Zwischen den Variabeln s= 9(w) und t= 9'(u) besteht die Gleichung 
"=4s’—g9s—g;,. Damit sich nun zwei durch eine algebraische Gleichung 


f(z,y)=0 mit einander verbundene Grössen z, y (bei passender Wahl der 


Invarianten g, und g,) rational durch s, £ und umgekehrt s, £ rational durch 
r, y ausdrücken lassen, ist bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass 
das Geschlecht der Gleichung f(z,y)= 0 gleich Eins ist. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so kann man eine rationale Function H(z,y; x,y’) von 
x, y bilden, welche nur für zwei Werthepaare «, y' und x,, %, unendlich 
cross von der ersten Ordnung wird (von diesen Werthepaaren werden wir 
X, 9, als constant, x, y' aber als variabel betrachten) *#). Fügt man noch 
hinzu, dass diese Funetion für das Werthepaar a, b verschwindet, und dass 


1 j u : 1 
ihre Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von e—x' mit — — an- 


fangen soll, so ist sie durch diese Bedingungen vollständig bestimmt, also 


*) Die im Folgenden benutzten Sätze sind den Vorlesungen des Herrn Weierstrass 
über Abelsche Functionen entnommen. 
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auch in Bezug auf x’, y’ rational. Ist £ eine rationale Funetion von x, y, 
welehe in der Umgebung des Werthepaares x,, y, unendlich klein von der 
ersten Ordnung wird, so lassen sich x und y, also auch jede rationale 


Funetion von z, y, nach aufsteigenden Potenzen von # in Reihen entwickeln. 
welche nur ganze Potenzen enthalten. Beginnt die Entwiekelung von 
Hix,y; «,y) mit H(@', y’)t' 


‚ so lässt sich zeigen, dass 


*(r,) 
(1) = / H(x, y)dx 


(2,90) 
das Integral erster Gattung ist, und dass die Entwickelung desselben nach 
Potenzen von £ mit £ selbst anfängt. Wählt man diese Grösse « als Ar- 
sument der elliptischen Function 9(w, 9, 95). so kaun man deren Invarianten 
g% und 9, und zwar nur auf eine Weise, so bestimmen, dass sich x, y 
rational durch s, £ und diese rational durch x, y ausdrücken lassen. 
Vermöge dieser wechselseitigen Beziehung mögen den Werthen: 
u, u, v, 0, — nv 
die Werthepaare 


4 ’ 
2,4, 2,4, 55, 24 Bush 


entsprechen; dann sind z,, y, rational durch g@(ze), @'(ne). diese rational 
dureh 9(e), 9'(e), und diese wiederum rational durch a, b ausdrückbar, 
und folglich sind x,, y, rationale Functionen von a, b (und «,, %,). Ferner 
wird H(a,y; x,y') eine elliptische Funetion, für welehe man mit Hülte 
ihrer eharakteristischen Eigenschaften den Ausdruck 


+ 


H(x,y; x, y ER 0 0 0’ 
(2.) L... ZER.AED) = — (u) — — (u— u) — —v+ — (eu) = Pu, —v, o—u') 
H(«x', y') 0 0} 0) 0 
erhält. Aus der Formel (8.), $. 3 ergiebt sich demnach 
73 W Sn H(«, Y; Las Yn) 
(« >) ee ee - 
H(&n, Yn) 


und folglich nach Gleichung (11.), $. 3 
(4) &k= nr : ae k, = [ Yyı) |: 

In der Entwickelung der rechten Seite der Gleichung (2.) nach 
Potenzen von «' ist der Coefficient von « gleich —(p(u)—p(e)) = —V;: 
indem man mit Benutzung der Gleichung (1.) auch die linke Seite nach 
Potenzen von w' entwickelt, erhält man also V, rational durch x, y ausge- 
drückt. Ist z. B. das Werthepaar x, y, nicht singulär, und bedeutet 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 23 
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H(&,y; x’, y') die Ableitung von H(x,y; x,y') nach «', so wird 
His,4; ©,,%,) 

H«, Fr 
Nachdem V, bestimmt ist, findet man nach Formel (3.) für V, den Ausdruck 


i ‚ 3. ui 
(6.) V. = IE Ha , 


(9.) r. — N u) ce MN ©) _ 


Wir wenden jetzt die vorigen Entwiekelungen auf den Fall an, wo 


die Gleiehung zwischen z und y die Form 
y = Ar*+4Be’+6C02+4Dce+E=F(«) 
hat. Dann ist 


ii Il y y-+y y-+-y b-+ b-y. 
(7) Hioa,y; ©,y) = —- —|- ar _ EN ). 
2” ey’ N 2 — c— zT, a—xX'  a-—ı, 
PN 2(2—r,) N 3 | .... 
Für = — - wird H(x,y)= — und mithin 
yry Y 
(vv) de 
($.) m / 
. y 
(7,15) 


Die Invarianten dieses Integrales sind 

(9)  g= AE-4BD+5C, = ACE+2BCD—-AD—- C—-EB.. 
Aus den obigen allgemeinen Formeln ergiebt sich also für diesen Fall 
wenn zunächst x, nicht eine Wurzel der Gleichung F(x) = ist, 


4 u “: “We 
W — (3 : DEE u b FYn b-+y, \ 
ö -\r- C—I, a—a.  Ad—ı, ? 
\ k— —I ( Y, Yu Ak Yy,r%o b-+Yn L b Th 8 
n :\2.—ı, ee —ı a—ı.  d—: 
10 I l 0 0 
j Kr. y-+y, b-+y, b-+y, 
nl tm bin, bin) 
. 2 —., a—ı, a—ı, 
’ y-+y, b+y, N Me / | | 
Hau) olv) = sy Ye —- )+-1F(z,)! _— )- 
a, I a a am, 
Ist aber x, eine Wurzel der Gleichung Fix) =0, so ist x eine gerade und 


y eine ungerade Funetion von a; folglich ist &, =a, y, = —b und daher 


. ı/ Y+Y y Om , b 
W . - % ig a0 u . 
“"\rt-ıo c—T, a—LC, a—ıL, 
' ö ‚Yy- y db b \ 
| N 1 — > . ye - z Fi l \ "Re j r J 
1, —Aq C—LT, da A--X, 
b b ‚ db b 
| pr er u 
| d—L, a—x, “- da a—ı, 


| R Y x i | 
Yiu)— le) = Ha) nr ya ) 





En 
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hr 
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Entwickelt man in diesen Formeln 5 nach absteigenden Potenzen von a: 
.,. 2B 
b= Y\Aa+——-a+-- 
yA 


ınd lässt hierauf « unendlich gross werden, so erhält man 


’y+y 7 
n 2 [—L, N r Aca 
r Ä 2B 7 
W, = 4 VYA(c-+a | 
{9 % yA 1 I 
(12.) 
B 
I} YAlsz,-—ı l; ‚Aa 
yA 
F(x. 
Hlu)—ple) = 1 Lu 
C—r, 


Ist speciell YA 1. D ı. E=VUV, 2 U), so ergiebt sich die Ketten 
bruchentwiekelung 


1 l:x 


(13. 3. Vz’+4br’+6Cr + 4x \z-+B 
TI ” 


in welcher #,= r, durch die Gleichung 


kn de / dr 
14) nal 


bestimmt ist. Ist V, der nt® Rest dieses Kettenbruches. so ist 
zV,.., k,cV - v. j. 


Setzt man in dieser Relation für » der Reihe nach »-+1. ». »—1. und eli 
minirt aus den drei so erhaltenen Gleichungen FV,,, und W,_,. so erhält 


man (vel. Möbius, dieses Journal Bd. 6, S. 228 


ki, _ıT \, nn = k, k, l. ‚CT k, ' _ k, ı) TC ) k, | 2 
oder 
V. k, 11 
Mn y = 
l N 2 N 
(ke, 1 kn kn l 2} h n I k +17 77 h 14 l 
Ferner ist 
V V / | 
> Bo » » 2 m Er Me Do > m he } 
A Alba k,a v T 1 k\2Y 5.1 Ba k. ) 


1 
und, wie sich aus der Reihenentwickelung von y leicht ergiebt, 


1 


°—3C. 
k, - 
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Daher ist 


Y\z*+4Ba’+602°’+42— (2’+2Br+30—2B°) 


“ 2k, 73 
k,k, 
15 (k,k,kc-+k,+k,)— u nsessenine  ° k 
9.) hc DD E 
RETTET ehr, 
| kan ka, 
h V;, ee 
kn km ıknc + kan + han — kn X 
V>, 1 
Wo 
V:, N ) kon! Yın 
T V - ou — kn, xW;,+1 mn 1— 1, r F TS k,,c-+ 7 ] ) 
2n—1 u nn L— Ray 


ist. Dies ist der Kettenbruch, welchen Jacobi in diesem Journal, Bd. 7. 


S. 41 angegeben hat. 


$. 8. 
Ueber Interpolation durch rationale Functionen. 
Ist y eine Function der Variabeln x, und ist y, ihr Werth für e=z,. 
so kann man im Allgemeinen eine, aber nie mehr als eine rationale Funetion 


T _ UG+ta+ +12" 
Ü uturc ++ u, 2" 


(1.) 
bestimmen, deren Zähler vom mt®0 und deren Nenner vom (» —1)ter Grade 


ist, und welche für =, ©, ...ı der Reihe nach die Werthe 


mn 


Yıs Yos -r+ Yınyn annimmt. Zur Bestimmung der m+n-+1 Coefficienten von 
T und U dienen die m+n homogenen linearen Gleichungen 


2) +++. eywtu + +uu.0) A=1l2,...m+n). 


Wenn y keine rationale Funetion von x ist, so sind in diesem Gleichungs- 
system für unbestimmte Werthe der Grössen x, alle Determinanten aller 
(Grade von Null verschieden. Denn wäre D eine verschwindende Deter- 
minante niedrigsten Grades, so erhielte man, indem man D nach den Ele- 
menten einer Zeile entwickelte, eine Gleichung von der Form 
3.) A,zit +40 = 0 
oder von der Form 
4) Asit++A, = yı(B,a4/+ + Bye}. 

In derselben sind A,...A;, B,...B, Determinanten niedrigeren Grades als 
D, also von Null verschieden. Da sie ferner von x, unabhängig sind, so 





m 
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kann man, ohne die Veränderlichkeit von x, zu beschränken, den in ihnen 


vorkommenden Variabeln bestimmte Werthe ertheilen, für welche keiner 
jener Coeffieienten verschwindet. Die Gleichung (3.) könnte dann nur für 
speeielle Werthe von x; bestehen, die Gleichung (4.) nur dann für 
alle Werthe von x,, wenn y eine rationale Funetion von z wäre. 
Ferner kann U für ze=r, nieht verschwinden. Denn sonst würde 
zufolge der Gleichungen (2.) auch T für denselben Werth Null sein. 
also eine dieser m+nr Gleichungen in zwei zerfallen. Man erhielte daher 
m+n-+1 Gleichungen zwischen ebenso vielen Unbekannten, und folg- 
lich miisste die Determinante dieser Gleichungen verschwinden. In der- 
selben Weise wie vorhin zeigt man aber, dass dies nur dann für be- 
liebige Werthe der Grössen x, eintreten kann, wenn y eine rationale Funec- 
tion von x ist. 

Wir bezeichnen die Funetionen T, U, falls m=n ist, mit T,,, U,,., 
falls m =n-+1 ist, mit T;,.,. Ü: 
auf einen eonstanten Factor genau bestimmt; wir verfügen über denselben 


Die ganzen Funetionen T, U sind bis 


so, dass der Üoeffiecient von z""' in U,, und »der Uoetficient von z=”'' in 
T,,.ı gleich 1 ist. Den Coefficienten von =” ın T,, bezeichnen wir mit 
Day 


. banzı x . . 
—-, den von «” U,,., mit - Speciell setzen wir 


CAn COOn-+1 


-1 


2—z,)y,— (2e—r,)y 


f4 
Ir \ 


‚I U, — 0, Ü, — . T, — T-ZI,, = — 


’ 


Fa 


Nach den getroffenen Festsetzungen verschwindet 
6. T,-yU,=V, 


für e=0, 2, ... z,, und mithin verschwindet auch 


T, U, — T, +1 U, — r „U, a 
für dieselben Werthe. Da aber dieser Ausdruck eine ganze Function nteu 
(Grades von x ist, in welcher x” den Üoeffieienten (—1)”*' hat, so ist 
(1. T,U,.,-T,.0. = (-1)” (2-2) (2 —-2;)...(c—-2,), 


und folglich haben, da U, für ze = x, nicht verschwindet, T, und U, keinen 
Faetor gemeinsam. Aus der letzten Formel und der analogen Gleichung 


ni U,-T,U, ., (—1 "cz 2)(C 2)... > 


n—1/ 


tolgt 


n T, (U, — l UT U, U, (T, 1 CET, E, - ı) 


n) 











178  Frobenius u. Stickelberger, Addition u. Multiplication elliptischer Functionen. 


Daraus ergeben sich, wie in $. 1, die Reeursionstormeln: 
T,.ı = KT, +(2-z,)T 


\ n+1 n—1 9 


De hd re a). = 2: 8. 
I} Ä 


(8, n 
f | ss k, V_ - SE 5 ] |*® 
Setzt man in der zweiten Formel (8) e=r,, so erhält man 


n nn 


q\ es U,. (2) en Yyy, 
€ . 7 zn r “ tı 
U,(z,) L,— 


Vergleicht man, falls » gerade ist, in der zweiten, und falls » ungerade ist, in de 


ersien Formel (8.) die Coetficienten der höchsten Potenzen von x, so erhält man 


b„ | b | b b 


10. k, nen en ER Sei ß k, u { k; u R 
En+1 zn 0, C; 
und daher 
BD. 
1 1 — k. . ki, — li 4— 
Ca-+1 
Setzt man 
7 p N r un 
12. W, = — - ö V ı = I J: wre ki, . 

} N de: 7 


h, “g nn . T— In 


R kn W, 


Die im Eingange dieses Paragraphen definirte rationale Funetion 
en] fi Le) 


ist nach Cauchy gleich 


. (2— 2.41). (Int) 
m PP 
(15, fl = Yı) Dre ns Eur, 
\ Je) a — . 
N (x r (2.1 —X) 
Ey...) a ae ee > 
. ... 1; 1 
sure ’ IX, u... In ls — In, ... In } m | 


wo wir zur Abkürzung mit [a,,...a,,—b,,... b,] das Produet aller Differenzen 


a,—b, bezeichnet haben. Nach den oben getroffenen Festsetzungen ist daher: 


nn 1) 


N ’ ) y ® 2. El a 
(16.) (—1) . C;, U,, en. =Y 222 7 l B.- | = T > I 
U re Un ns 
n(n—1) 
2 _ de er fi Un+1)»-:-:(T— 72, 
(17.\ (I = hc; ( +1) ) 
5 T%,, Uns = En ly U2n| 
n(n-+1) 
nt | | &,—2)...(@—2) 
(18.) —]) ° Co„4 U,, = 24 RE  TRBEE Yon | - . 
( n+1 en+1 Yı y RR In—1; Ins O2 1 
n{n+1) 
; - (2 — fi 1) ..(2— 0%, 1) 
(19.) (—1) 2 Con+ı Ianrı - = Yı...Yn P: 





fü 


IL 
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Demnach ist 


(24. U,(2)=(-1 — , U (s,_,)=1( 


C , 


-—— 


wo €,_, AUS c,_, hervorgeht, indem man das Werthepaar x&,_,. y dureh 


En Zufolve der Formel wu . 
z,, y, ersetzt. Zufolge der Formel ist daheı 


n ( * 
2» k 
+ { | 
Dureh Vergleichung (1ESES Ausdruckes mit 10. eroiebt sich die kkelation 
26. b._1C,:.1—5,,1C, cc 
N 
S* 


Die alleemeinen Additionstheoreme « 


ler elliptischen Funetionen. 

AT a r y a tz * m k 4 7 a % 4 lt } L'n» ‚1 ‘“) 1 7 In: al & 

Wir wenden jetzt die entwickelten Formeln auf den Fall an, wo 
L. z=o(u),, y=3p (u), € alu). Y Io u 


ist. Dann ist (vgl. $. 5) V, eine elliptische Funetion von a, welche nur 
für @=0 (und die eongruenten Werthe) unendlich gross wird von deı 


n+1)ten Ordnung, und deren Entwiekelung nach aufsteigenden Potenzen 


. | .. y . '. nd 
von x mit - anfängt. Folglich muss V, auch genau für »-+1 incon- 
u”: e N | 


oruente Werthe verschwinden, deren Summe eleiech Null ist: » derselben 


sind %,, %, ... 2,, der (@+1)te ist daher gleich — (+ ,++-+a,): folelich ist 
/ nf \ f ns \ 
_ N 5. z_ 7 4 ? 4 ... 4 } 
2 Vin o(u, —u)o(u, u). ou, —u)o(utu Hn) | 
o(uy"t'a(u,)o(u,)...0(u,)o(u +Uu, ++ u,) 
ou +-u)o(u,—+u)...o(u u)o(u—u, — + — u,) 


o(u)"t'o(u,)o(u,)...0(u,)o(u, +u,—+++-4- u 
4.) V,ayV,(-u) = (plu)-pu) (Pl )—-pu))... (out +u,)—olu)). 


(5 T,=4(V,(w+V,(—u # U= (VY,.-W)—-V,(w)). 
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F'erner ist U 
W E diz Va+ı An P , \ 
\N=- = dan tut) 
6.) . 
| ____OW , 
P(u, uu4,, 049,4 + u,) A 


Aus der Formel 


Pu) — Pu.) 


k,+W, u) —/ 
n + n\ j W n—ı (U) 
ergiebt sich ferner 
(d.) ki, . —W,(—u, a Pu, u ı +++ %,_). 
ul. (a,)—o'u, o' 0, Br. 
8) h=} N) „ U, 9) — — (%ı) — —(W). 
E plu,)—Plu,) 0 0 


Setzt man 

o(u, +u,++-+3,)ITo(u,)"-? 
IIo(u.-+ u5) ’ 

wo sich das Produet im Nenner auf alle Combinationen von zwei ver- 

schiedenen der Zahlen 1, 2, ... » bezieht, so ist folglich 


(9,) pa, 2, ,) = p ()=1. p(u,, >], 


( 10. k, — U (u, ee Un- 1 u)plu, ». Un, Uns ı) i 
gu, . Un-ı)Plu, Un; Un, Un ı) 


Angenommen nun, es sei für einen bestimmten Werth von z 


11) & = ola,1,..M,) 
und I 


“N = (U, U, + %-1)} 


da e, aus ec, hervorgeht, indem man das Werthepaar z,, y, durch &,.1. Y.::: 
also », durch «,.,, ersetzt, so ist dann auch 


C, = p (U,...%, -1 9 U,+1); 
und aus der Formel (25.) $. 8 ergiebt sich dann, dass auch 
Cr = PU, Ur, +. %,rı) 


ist. Da nun =gy(au)=1, 9=ylu,w)—=1 ist, so ist folglich die 
Formel (11.) allgemein richtig. Aus der Gleichung 


' ' 


o' o' 0 er - 
= (+ ++) (u. + +u,_,)— = (u) (%.41) 


folgt 


' 


Bi” 0' 0} 
k,-+ k._.+ k,_.t+ ..— 0 (u, + Be + %,+1) ne Tas: (2, ) a Be = (U,.1 ), 
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und durch Vergleichung dieser Formel mit (11.). $. 8 findet man somit 


[3 


b, m o' 0 
(12.) —_ (ur -+u,)— U)— 1 — U, 
C„ 0 14 O 


Aus den Gleiehungen (20.)—(23.). $. 8 ergiebt sich demnach 








(n—I)(n—?) ‚ ne 
u - PR II o(u.)""o(lu, +++ 
Bug fe r 
13 Il o(u.—+-u; 
(19.) vi‘ vs 
= y \ J'+} \ n 1, 
— Iplu) ... Hun-ı), — PU)... pl 
n(n--1) r a ; ‘ 
1 r ITo(u.)""Tolu +++ wunrı, 
u, ” ITo(u,+u 
(14. REN 
in 2 (u, )...p' (u, 
WU, ) ++. Yu.) Bann Pltunrı), ... wu ni) ' 
a 1) \2n—? / \ , 
> a in ) , . u 2 I } ) 
| y„ Ho(u.)"— o(u Un) f 0 
(—1) ' | (a... u 
_ f \ a l 
- IIo(u.—+u;, 0 
(15.) ı/f / 
o' o \ A olu.)...o' (u, 
nee En EN En II -— 
es u alu ), ... Plan), — Pltniı) +: Pu 
(r Mn ) 7 f \2n—1 / r 
2 9L OU.) ou, Tr+7 Urn+1, N 0 
(1) _ f | \ \ (U,- T u 
T IIo(u.—+u;) 0 
a: S 4 
o' 0' in (u, )...90 (u, 
— (4) — Yaı)) = =, - ‚ 
0 6 / U, ), + MUun-1), — AU) +: Ur 





Specielle Fälle dieser Formeln sind (vgl. Abel, Veuvres publ. par 
Holmboe, t. ll, p. 152, 135) 


N | N / 4 \ N / 
a o(u, +u,+-u,)o(u,)o(u,)oku,) = wu 
je ou +u,)o(u, +u,)o(u U ) (vu ve P(u,))(yplu WU 
| 0 (u,) 7 
TTou)—- ou) (vQu)— ou) " Yu )— plu ))(plu,)— ylu 
(PIU,)— \U,))\WU,, P\%,) (#2) Y\#//\W\ Mo, 
/ ! N s \2 YA \2 / \2 
I o(u +u,+u,+u,)o(u,) o(u,) o\u,) o(u, 
gu o(u, +u,)o(u,-+u,)...o(u,—+u,) 
0 (u,) 
BEE | ——— + 
(Pu) — P(lu,)) (P(lu,)— Plu,)) (plu,)— P»(lu,)) 
7 N 
p'(u,) 
je F f \ \ / \\ 
(Plu,) — plu,)) (plu,)— »lu,))(P(lu,) — P(u,) 
I 5 2 \3 \3 ! ! ! 
a3 ou ++ u,)o(u,)’...0(u,) 0 | | 0 0) 
-S — — (U + +U5) — — (U) — — — (9,) 
o(u, +u,)o(u, +u,)...o(u,+u,) \ 0 0 0 
ı/f \ 
[Ir w'(u,) (u. ) 
— - u. 7 7 . r “ u: u 1 7 \ + . 7 j n 
(»(u,)— P(u,)) ...(Plu,)— »(u,)) (P(u,)— Pu, ))...(Plu.)—p(u,)) 
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$. 10. 
Andere Formen des Additionstheorems. 


Für die in $. 5 definirte rationale Funetion i hat Jacobi (dieses 
Journal Bd. 30, 5.127) mehrere sehr elegante Darstellungen in Determi- 
nantenform gegeben. Mittelst der Kechnungen, die wir soeben an der 
Cauchyschen Interpolationsformel durchgeführt haben, erhält man aus jenen 
Darstellungen ebensoviele Formen für das Additionstheorem der elliptischen 
Funetionen. Wir ziehen indessen vor, diese Formeln auf einem anderen 
Wege direet abzuleiten. 

Herr Hermite hat (dieses Journal Bd. 82, S. 343; vgl. dieses Journal 
Bd. 83, 8.179) die Formel gegeben 


3 Br — "1 IIl@— P) HIo(u.—u;)o(u, ++ u,) 
1.) |1,0(u,). 0 (u,) ..0"u)|= Ge) Bl. a ET nnegenh en ı 
U.) 7 S Lu) IIo(u.)" 


Die Determinante auf der linken Seite ist aus der einen hingeschriebenen 
Zeile zu bilden, indem man für @ der Reihe nach die Werthe 1, 2,...n 
setzt. Die Produete im Zähler der rechten Seite sind auf alle Paare der 
Zahlen von 1 bis » zu erstrecken, für welche «> ist. Ersetzt man in 
dieser Formel #,, ... a, der Reihe nach durch «,+®, ... a,+v, differentiürt 


dann nach ® und setzt in der so erhaltenen Gleiehune ®=0. so erhält man 


oO 

l, 9), EP (u), --- g"Ila), O7 (w,) 

\ En Ge." I«— ATo(u.— us)o(u, +++ u,) 
Io(us)“ 


IV 


Bi] 


nie 5 0 \ 
x — ir + ru) — (U) ). 
0 0 0 


/ 
Nun ist 9(a) eine ganze Function (n+1)ter Grades von z=gp(a), in 
welcher der Coeffieient von x”*' gleich (2»-H1)! ist (weil die Entwickelung 
u. j | “ ger) u 
von Y(a) mit — anfängt): und —- im ) 
u 9 (u) 
(2n-+2)! 


(srades von z, in welcher x” den Coeffiecienten ar Sa hat. Ersetzt man 
in den Determinanten (1.) und (2.) die Ableitungen von @9(w) durch diese 
Ausdrücke, so ergeben sich die folgenden Formeln, welehe sich auch leicht 


unmittelbar aus dem Abelschen Theorem ableiten lassen: 


ist eine ganze Funetion nt 


1, 9(u.), »-. 9a)", 9 (a), Plu)p (u), »-- 9a)" 9 (u) 
(n + n+ 2) 


> _, IIo(u.—uz)0(u, + +++.) 
EZ r4 .»n 1 a > = 1 |! 
(—1) - Ilo(u.)'” ? 


m 


(3.) 











(> 


u 
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{ ’ \n ' N n 
(lt. UI. PU), 9 KU) PU, 9 (u,). ... |) © (u.) 
/ n(n—1) 


N e (u —! ) ( BE. BEER: | ’ 
ie ITo(u, ıJaln, Mini 
IIo(u.)‘” +] 


x N ' x 4 
1. 2) 9 Gr gu, yn B w(U,.) PU.) co WM Bi (u, 
n(n-+-1) i 
] 2 In IIo(u.—uz)o(u, ++: N U, 
En ° / _ (—]) Z 
(2.) II o(u.): 
0’ | | | ar 0’ 
x(- (Tr Tr.) (uU,)— + — (%,)). 
ee, 0 0 " 
n- ! ' N 
\ 1. U.) u... \ U.) A ge) (U. M ge) \Ux ‚$ \U. a u... (r/ \ u } (./ Hl, 
(n—1I)(n—?) Br or 
! in 2 9-1 Hole —up)ein, + 
Zu . No(u,)' 
’ ! ] \ 
| xt tu WRON... SER. RP ) 
| - 1 ’n--] 1 >2n-+-1 " 
\ OÖ 197 Ö / 


) 


Wir multiplieiren die Determinante (3.) mit der Determinante 2»! 
(rrades 
ai" (—1)" II(ou,)* 
(2.—2,)...(Ca— 2) B. II(&,—2;) ” Ilo(u.—+us)o(u.— us, 
und verfahren ähnlich mit den folgenden Determinanten. Mit Hülfe der 
Eulerschen Formeln ergeben sich so die Gleichungen: 


di a By / a 
EEE pn w\u,) RER Yun)’ 9’ ua, 
\ (plu,)—plu,))..- (Pu) Plun)) (u)—plu,))... (Pu) —plurn-ı)) 
1.) \ u, ). Bann 0, n. ... n—2 
| _ 9n—ı J10(u.)”""o(lu, ++ %2.) 
ia IIo (u.-+uz) 
lu, )t+p'(u,) | | Kun) rum, 
u rz \\ f a . \ = en “. { \ \ / r \ ! 
(Pu )—plu,)).--(Plu,)—Plum-+ı)) (PUum+1)—Plu,))...(Pluan +1) —HP(Urn)) 
8.) 2,42 =VU, 1... s—l 
II(ou.)""o(u, ++ uwn+ı) 


u (u rn 
\ a Ilo(u.-+-u;) 
uses lu, +’ p'(u,) OHREN. Dan Pu)" run) 
(plu, )—Plu,))-..(Plu, )—Plun)) (Hun)—plu, )).-» (Plun)—plun_ı)) 
iQ L ... 2-1 
(9) 4 „ TTolu.)""o(u, ++ Un) 


ME * ho 


Ilo(u.+u;) 
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\o.4.2 L N + ' 
AU, 2 "pu,) al Zee N ı)* 1) (an 1) 
\ (Pu, )—-plu,))...(plu )-Plum+ı)) (Blu. +1) —plUu,))-. (Plan 41) —Plun,)) 
u, 4=0, 1... »=2) 





10.) « Inan-ı HT o(u.)"—"!olu, + +11) 
. = IHlo(u.+ u;) > 
Ri | 0 a \ 
X\ BT Turn) Ai Unyı))' 
0 6 Ö 


Aus diesen Additionsformeln kann man auch wieder die Multipli- 
eationstormeln (17.)—ı20.), $. 5 ableiten. Zu dem Zwecke muss man, eh: 


man die Variabeln x, alle gleich # werden lässt, entweder die Determinanten 


7.) — (10.) in der Weise umformen, wie es Jacobi (dieses Journal Bd. 30. | 
\ “)% Is Y , rm pr 2% ° (it 
5. 135) ausgeführt hat, oder (Cayley, Phil. Trans., vol. 151, p. 230) in 


3.)— 6.) die Elemente der «tn Zeile nach Potenzen von 9(u,)—plau) ent 
wickeln und die Determinanten dann durch das Differenzenproduet dei 
(zrössen 9\2,) dividiren. 


Zürich, März 1879. 








Sur les fonetions doublement periodiques considerees 
comme des limites de fonetions algebriques. 


Par M. Biehler ä Paris. 


Les developpements des fonetions doublement periodiques en serie: 
de sinus ou de cosinus offrent, comme on sait, un grand interet au poin 
le vue de leurs applieations A larithmetique. Dans une these presente 


| I a y1 - . DD #953 Aannd 12 
des Seiences de Paris. le 2 mai 1878, al donne les deve- 


a la Faeulte 
loppements d’un grand nombre de fonetions doublement periodiques di 
espece, dont les plus simples avalent fourmi AM. Hermite une demonstration 
nouvelle des theoremes de M. Kronecker sur le nombre de elasses d 
[O/MES guadratiques a determinants negatifs. Je me PIOPOSE, dans ce 
travail, d’arriver aux resultats auxquels je suis parvenu dans ma these, sans 
recourir aux prineipes generaux de la theorie des fonetions et en restant 
dans le ehamp de alechre elementaire. Je eonsidere pour cela les trans- 
eendantes comme des limites de fonetions algebriques: en partant de ces 
(onetions, jJarrive aisement a des formules dont Yapplieation aux transeen 
dantes est immeldiate. 

Üest Cauchy qui le premier a rattache aux fonetions algebrique 


+) 


les transcendantes elliptiques en donnant (Comptes Rendus 1545), a lVaide 
un procede elementaire, l’equation si importante qui lie expression de 
(23) sous forme de produit, au developpement de eette fonetion en serie 
de eosinus. 

Je commencerai par etablir cette relation en faisant usage d’une 
nethode plus simple que celle de Cauchy: je donnerai ensuite sous leurs 
diverses formes les developpements des trois fonctions elliptiques; enfin j'v 
ajouterai les developpements de quelques fonetions doublement periodiques 
de troisieme espece. Les exemples qui seront traites suffiront pour montrer 
jue les m&mes methodes s’appliquent egalement aux cas olı les fonetions 
proposdes renfermeraient un plus grand nombre de © soit au numerateur 
soit au denominateur. 
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I. 


>K 
Developpement de la fonction (= — er) 
Considerons le produit 
. : : n R , 3 am—i ı 
1.) F,.@) = (1-8) (1-93)..1-9"")(1-2)(1-2)..(1- I); 


ce produit effeetue aura une expression de la forme 


2.) F,(@) = H+H, (+ _)+-- +4, (2.+- ei 
Pour determiner les coefficients H, nous ferons usage de Peauation 
R ® 1 — a"+1z 
F.(gz) u -F, < ur = Im .: 
9249 


elle donne entre H,_, et H, la relation: 


HB,1-0”"") = —H,_ 1-0") 
d’ou Von tire: 
—_ am—2u+ Im? as 
2) enger. aa 2: 
Pour determiner H,, remarquons que H,, peut siexprimer de deux manieres 
differentes, soit en egalant les geconds membres des &galites (1.) et (2. 
apres les avoir multiplies par =” et y avoir fait z=(0 ce qui donne 


H au. (—1)” q", 


m / 


-H,. 


soit en faisant u = m dans l’Egalite (3.) d’oü 


— (rg - A un a 7 
A-+d)A— (4) 


La comparaison de ces deux expressions de H,, fournit la valeur de H, 


H, 6 (1 2 gem u — gg" + “io ‚(Ad .; ) 
| A—g)A—g°)...1—g?”) 


ce qui donne pour H, la valeur 
1)” g“ ET  ) 


H 


m 








A-)A-g)...1 gr) 
Si maintenant on fait eroitre m au-deläa de toute limite, A, tendra indefiniment 
vers une valeur H, 


H, = 


EROBERN ©. .. «ı | 
MT NA 


Le numerateur (1-4?) (1 g’"+’“+*)...(1—g”) a en effet pour limite 
Vunite. 








S] 


le 


el 


da 


al 
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Car 


1-g" ir (1-a"t#t®),.. Bm g' | we 1 q etant . l 


) 


2u+? 2u++\ u-+? -?u+4 


1-4" (1—-q”"' l—q ‚> 1- g Be 5 Val pP rg 


Le produit 1-g"")...(1—-g”) est done compris entre deux quantites 
dont Yune est egale a 1 et Yautre tend indefiniment vers 1: ce produit a 
one pour limite Yunite. 

On aura done pour m = x’ 


/ 3 , ?m—1 { ON\/ u” \ f { 
13) (1-g’3) ...(1- Q"""2)...(1- 7 )(1- _ | Don FRE m 
£ \ i „9 / \ f [ f \ 
us 1 (?r „A J r4 \ " j a?’ ) Tai Ww \ > 1)“ q' \ S 1 dd / 


Ad—g)A—g’)i—g')... 


Si l’on fait dans cette equation 3= e"”, elle devient 


N 


+/1 


1—2g cos2c+q 1—2g' cos 22-+g')...(1-2g9"" cos2c+g 
ı— 2geos2r-+-2g' cos nn non +2(— 1)" g“ cos2u FE 
1—- )A— g')A—4°)... 


f 2Kx \ 


(est l’equation eonnue qui lie l’expression de 9 en produits A son 


ST 
eveloppement en serie trigonometrique. 

Nous allons passer maintenant aux developpements des trois fonctions 
elliptiques. 


Il. 


* > 
, . -A 
Developpement de sinam 


2Kx 
rt 


Considerons la fonetion 


i u‘ / . ) f N 4 ( 
(1 p- )a-094-4 S)... 1—g’" z)(1 i N )- ua ) N 


= w w 


F_ (z) 


| EEE EEE FRE WE WE FE sec 
1—qg:)(1—g’2)...1—g (1 )- u a Sue ) 


En appliquant A cette fonetion le proeede ordinaire de la deeomposition 
une fraetion rationnelle en fractions simples on obtient 


| R MM / | | \ 
(1.) F(3) = 5A| Ä = j ), 
rn \ Fe! u\ | — gr 1 - Bu gr“ 1 / 


*) Pour ne pas nous exposer A des redites, nous admettrons sans demonstration 
dans ce cas, comme dans ceux qui vont suivre, que le mode de passage de la fonction 
algebrique & la fonetion transcendante est legitime, sauf A en presenter la justification 
a la fin de ce travail. 
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dans cette formule le eoefficient A, a la valeur 


Au = ga [DON Taerar) 
u _ / - 1-g’)A-g*)...(1-qg° N € q’ 2m—? u- Tee Im- a ah r) 


La formule (1.) peut prendre diverses formes alt correspondent pou 


) 2Kx ' ns 
sinam autant d’expressions distinetes. 


ST 


Si Yon r&unit en une seule les deux fractions simples qui figurent 


dans Ja tormule preeedente il viendra 


a . ii. 


F (3) — z A, A- u pn 3) (2 — puzi) 


ou bien 


[A 
IV 


. - | u 1+0°%#-1) 
(2.) Yz2F,(2) = (Yz 2 ) en | Sa m 
al 1 la+ T> En 


1 
N Pr 2% V= 
YsF.6s) = ZA, - ee 
u=1 1—g’41z gg’ 
I — u 
Or 
pe y L ı—I1 
V* Bss (u—1l)({n-i). 2 
1 gun: = 1 ” 
1 
Yv: a u—1)(n—1) (53 ) 
——— . — mem ( „ 
< 1 
1 
par suite 
2n—1 In—I 
uU It — . 
(3) YsF.@) = 2 = "7 ln | ET we 
ai nl 
Si l’on fait eroitre m au-dela de toute limite, le coeffiecient A, deviendra 
egal & 


ge n ( a) 


ee 2 
= 2 (— a ) 


Soit pour abreger 


et soit F(z) ce que devient F,„(z) lorsque m eroit au-dela de toute limite, 


les ee (2.) et (3.) deviendront 





Si 


vi 


hei! 


(N 


) 






on fait dans ces 


Si maintenant 


viendra. A un faeteur eonstant pres, 


2Kx 2sine(1—2g’ cos 2.r q' 
jsınam = = 
zT all —(CUOS<ETG, l- 


|es tormules (4) et (D. donneront 


» : 2ha 
(6. Asınam > 
7T 
= - 2hr 
(4. Asınam 
7T 
l A R 2hr 
l,a tonetion Asımam 
7T 


hemarquons Aa tet effet que 


seeond membre de la tormule (7.) 


T. 
224" 
ol DIEN 
2q 
U ENCOTE 


par suite 


2Kx 
(8. Asınam 
7T 
('aleulons actuellement la 
. 2hr 
sinam == 


rl u k 
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tormules 2 E 


peut prendre une 3m 


valeur de A. 


2 ygsin« 1 ( 18 


159 


2Kz 
sınam Tacteur. 


YL 


| -2g'cos?r rg ).»*« | 2 cos2r- T 


2g’cos2r-+g°)...(1—2g’*"'cos2c+g* 
N a 
SIE P: 4 ) ‘ 
l 4 —1e0s 3a gq 
en J 
ey  % KIN 1 ‘) 1 


l I 


T1orme. 


le eoetflelent de sın(?n -]lir dans | 


nest autre chose que 


ge 

7 
Y. gg 

c . f s 

2 = sın(2n—1)r. 
1 4 


On sait que 
j 2°" ecos2r q 
) ‚tu—:! 


gg“ eos?r - 


I 


Uomparant cette expression a celle qui a et€ trouvee plus haut. savoir: 


2KhK x 2sinre 


Asinam — 
ygi Ad 


on obtient: 
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Hett 3. 


J. U nAneEeIdm | +1 
7] ( | «I COS<rI | 
‘ 1 ‘ ) } 
ae \ | 2g°% cos?r . ie 


vh 


dA y q 
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En substituant a yA et a a leurs valeurs connues en fonctions de q, savoir: 
ı n=% 1-+g”" 2 
n=] 


1 -+g"! 
"= / 1 —gaa-ı \? 
a= Au 3. 


il viendra 


en 1—gq” I-+g° " 
" nn 1-g! Gr Rn 


1 2Kk 
eh) 


En substituant cette valeur de 4 dans les formules trouvees pr&ec&demment 
[ 2Kx . [3 
on aura pour sinam-_— les trois expressions 


ou 


2u—1 
2Kk . 2K x " qg° (A+g*)sine 
—— sınam — = 4 5; 2; 
Bi ı ne 1—2q° u—logg2r- + gtam# ? 
2n—I 
2uh . Kr umun=n Qu) 
sınam =453 594g ” in (&n1)z, 
n n ui n=1 | 
2n—1 
2Kk . 2Kx FE 
sınam - a5 I. sin (2Rr—1). 
7 n Ir | 
11. 
2 Kr 


Developpement de cosam 
zT 


Considerons la fonetion 


4 Bm 


(4 Ja+e +49). (1+ (14 L)...(14+ EI) 


ch, ‚(2 = EREN q q : . gar-1 
(1— 43) : Gl 2 3(1- Y1- 5. z ) 


/ 


En developpant &,(z2) en fractions simples on obtient 
um 


| | 
1) $,a)= = mern + — er): 


u=l — RI 
tormule dans laquelle BD, a pour valeur 


— 1)“ ge | (14 LIE +q') „(1 + m u- 2] (14 rt DEE 7 aaa .(14 2 u 2u- 3) 


(4° AA q ?m-2u \ A-g°" m-2u- +2) ei u Fin .1-q I!m- u) | 


De la tormule (1.) on deduit 


b 


[2 


um (1 2 er 
$b(z) = (1 B - 
ge) 








0 


lc 


fü 


b 


le 
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(2) ysb,.(z) = (Ya+ )= Bb ie , 


La formule (1.) donne &galement 


1 

u 1% Vz 

} s», a) = Po B, u—l Fr 
u=l 1— g’“ Z 1 q pr 

OU 
’ u= Nn—% ‚ _ l 
3.) yv$.@) = 3 3 Bat": ’ +2 
dd 1 n l 


Si maintenant on fait dans ces formules m= x et si l’on designe par b 
l’expression 
ey 
n—1 1—q 
le eoeffieient D, aura pour limite 
—1\'gr'b. 
Les formules (2.) et (3.) deviendront en appelant &(z) la limite de &,(z) 


pour m = X 


(4.\ Y=%D(z) (Vz+ 1 x (—I)u1g« I4— gu-1) 
Vz 


b | es 
nF gi ) f 
1—g°“ (3+ + g*“ 
er J 
mJ 
n »&D(z) u=zan=o | . an RE 
(2.) ’ ( 7 — Px rn) („4y - ee Allg 2 47 ) 1 
} u in 1 L J 


Si on pose z=e"” le premier membre de ces &quations deviendra, & un 
h | . BE 
facteur constant pres, cosam ; solt BD ce facteur, on aura: 


d 


Beos So ‘ Kr iss 2cosr (A +2g eos? +q’)(1 a 2g' e0s2r+g°)...(1 +2g dd eos?2r- g"F ) 
u DC 5 ss I\ ‘ ‘ Ö\ ‘ ) ‘ N . 
st b € — 2geos2r—+g JA 2q cos2r rg )...(1 un 2g°#- cos!r + g*“ n 


Jr+. 


les formules (4.) et (5.) deviennent alors 


De 2Kr u=% —— u—l „u—l (4 we 2u—l 
(6.)  Beosam — 2eosr $ rt 
2u ln N) . + du. 
” 44 1 q COS<TIT-+ q 
zu x 2Kr nm Nn=X | 
(.) Besamn——- =23 3 (Tg De drrnteog(2n—1)e. 
ul N: 1 \ 


Cette derniere formule peut aussi prendre la forme suivante: 


2Krx u: ( n—] 
ar —!_ 
wi 1+ u 


- 
(8.)  Beosam 2 ‚eos (2n —1)e. 
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Il reste a determiner la eonstante B; il suffit pour eela de remonter Di 
« #’ır» . [7 2Kx . 
a la definition de eosam _ savoir: 


2Kr k’ z u=% / | > 232g’ COS 2r-+ gr“ \ 
cosam — 2ygeosze II | — ), 
ZT | k 1 4 \ 1—2, n CGYS2ct— q’“ ., 
on obtient ainsi entre D et b la relation 
B | yk | 
>» - . . 
b vk' y =] 
vq 
et en mettant a la place de y%k, yA, 5b leurs valeurs on aura n 
| /2Kk 
B= ). 
zygqN a 
> » N pn » Ü 
par suite les formules (6.), (7.) et (8.) prendront la forme 
2 u—! 
2Kh 2Kx “= (_ Iu-ig ? d— gr -Neosz 
eosam am. > - 4 — ! : 
7 u] 1 —2g1cos2r +g* 
In—IN\ 
2Kk 2K.x u=n n=% N 
eosam = 4 > 2 (—I r.  “eos(2n—1)e. 
rt zT ni nei [e 
2Kk 2hx ig 
eosam 4, — - 608 (2n—1)r. - 
Tv 1 | u: 4 ) 
IV. e 
2hKrx | 
Developpement de Jam 


Prenons pour pomt de depart la tonetion 


Are A) JH ) 


[A 


pP u) 0m 
nt = ie 


. =" f 4A\/ ON gr" 
da. et 2-1). (3 


a‘ 
“I\ 2 /\ 2 r ) 
lin deeomposant 7,(z) en fraetions simples on obtient re 
u=mm / N Pu—1 
1.) 7.4) = (—1)"+ = C.\ ul + }: 
u] 1—g°* S s— girl. 


formule dans laquelle C, a pour valeur 
C.=2%(—_1% [* OA). re) I: x ne ie. oe na Ir 
2 il (1-g’)(l-g9°)... dr) I d-germturdA-ger 2049), (A-gemt?a 


Pour eliminer la eonstante (—1)” retranchons #,(z) de #,(1); il viendra 


F 


J 


m 


u N En. u—l | x a—1 
(2.) PF(d)— pP (2) = Bx | ( a )- 


eu‘ We gi“ Ex“ 1— q°“ -1. ' gan 
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De cette Eequation on tire successivement 


u ıf 1- / 
d i ns | S u | { . 
3.) pP 1 ve y zZ PER h © / 
> ut a | 
due a ©, +4 
l F F . y gi | R . a Y | 
4) P,D-#,0 = 280 SHE 
“A_gpu— — u ’ 
u / ’ | . 


Si [on suppose que m augmente indefiniment, (1) et #,(z) tendent vers 


n 


es limites que nous designerons par Pl) et P(z 


Pi Fire am 


I | 4 
C, tendra vers la limite 
Y. Bil ww: 
ı-17"7 e 
ı Y1—q 


Soit 


aus J 
les equations (3.) et (4.) deviendront 
[4-12 (Arq' N 
iD __ Wfr-\ l $ / j 7 
n l | I o I 2 Br | v | ] / 
C =. Bi 2 | 
u + —)+g 
DIN — WYz %. N ’ : 
1 FRA L B: / | 2 5 . # 2 | q { - | 
6 ee 6 —1 
S] on pose u”, OR obtient 
. i fi } 2% 5 leos?2r g*# 
Pi e) I \ = u—J %) & 
| | -(/ COSZILI-+ q 
(autre part 
2hx Bert | N 2 un 'cos2r- gr 
Jam ık | = 
sT j | | -(/ pe cos2r + ki 


par suite 
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done 
BIER. Bi 
C on j rı 


Les &quations (5.) et (6.) deviennent par cette substitution 


i am £ 
2K Ar UZR (—1)“-1g u m u „)sin’z 
x J 6 P u 





(1. — dam —— = —- ai alle, EEE 
va am — 7 = TIgGR Eos dr gan Ä 
x 2K 2K u—T ui. ul g2u—1 UN NN a 
er = —(1- Jam —)= 42 a —4,5 S(- — 1)" Veos2n. 
ui ©: 


- 


> s ” 2K . 
Mais Jacobi a donne (Lettre a FREE 9 sept. 1525) pour —- la formule 


4 


2K u= —4 din. aa 
= Hu SCH 
1 — g’ cn 
par suite l’egalite (8.) devient 
2K 2ha un n=z 4 
(9.) ge IJam- — = 1+4 3 3 (-1)""g""eos2ne. 
; Y ul n=1 


Le eoetfieient de cos2»x est la fonetion 
ua 


4 5 (—1)“ be 


u=l 
ou bien 
4g" 
1-+g" h| 
par consequent l’equation (9.) devient 


. 


2K 2Kr n=% N 
(10.) de 1+4 5 I _ eo8?nr. 
st st „=ı 149g” 


Nous allons maintenant passer aux developpements de quelques fonetions 
ddoublement periodiques de troisieme espece. 


V. 

Developpement de — ie, 
Me 

En appliquant encore la methode Pr RER des fractions 
rationnelles en fraetions simples ä la fonetion 
AR agree PEACE 
m—l 
Ad-99)1-4°2)... dr) (1- DC fi "). u) 


on trouve aisement 


Im 








F.(s) = 


[IR 


u=m 1 ER 


(1) F,@) = lt Bi r) 


u 


pd nz gq°“ 





et 


Kı 


fi ‚] 


ou 


al 


Si 








a ar uU=R ni u—l gu u | — tu?) 
( F(e“*\ z P) ( ) 1 ( / J 
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et dans cette formule «, a pour valeur 


, drug g-tut),. „di g3n) 


—l_ „—ı 
a, = (1). nn u. Ber 
u ) h (1—gq" I — rd... gta 


7 
En reduisant au m&me denominateur les fractions qui figurent dans la 


tormule (1.). il vient 


(2.) F.(3) = 3a, 


u—1 | -gumi(z I  )- g*# 


La tormule (1.) peut s’eerire egalement 


R u=m=m I ; \ 
- —— { mu .r m 
F a = < Au “ 1 Be a S s—g’# ) ’ 


ou bien 


& M FF} t dd m | l 
\ 3. ) F, PO ) _— B ‚A T P d, l Ju—1.» | 2u 
si N 4 o | 4 


So 


Si Yon fait dans les formules (2.) et (3.) m=w, en designant par F(z 


la limite de F,(z), et remarquant que «a, tend vers 


BE | u .q“ . 
il viendra 
un ei, I u u pn +u—?2 
1 /. a \ „4 (1—q 
4, } F 3) = > 
= ) { 1 | 4+ _— 
1—g u \ 4 - ) q u—? 


ri ” UT. u=% / | | 
(d.) F(z) = P; (—1)"g“ —u| >Y u Ey get + | j 
/ Ze nr Pa g°“ ac I gi 1 
La tormule (5.) a et€ donnee par Cauchy (Comptes rendus, 1843) comme 
application du caleul des residus. On peut l’Eerire egalement sous la forme 


U I. u L 
' F(z) ui > (on u g“ "12 > (m $ tg 44 
N | u] wo=ä 
Br 


| Eu; N 
L — 3 ( 1)“ ge U ud € > |» 
| > — ul | el J 

u] r 1 2 


Si l’on remplace maintenant z par e'” les tormules (4.) et (6.) deviennent 


ai 1—2g#lcos?r + 7° 


URN dd EN F a 
) Fe) = 3 (-NMTa +2 3 3 (TTV geosine. 
Hz 


u) wm} 
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Mais 
2KN\‘ 
4 | kr" ( ) 
) Y/ %r ’ 7T Fr 
ZygFfe") = ann Sı 
. o( ah er | 
\ a1 / E f, 


(Jacobi, Fundamenta, p. 157), par suite on aura pour le developpemen: 


1 x 
de sp. es expressions 
23KaN ) 
a 
n / 
nf 21 (?u—l) 
| kr (- ) : Bi 
(9,) BR 1 Sen." he DIRT ara: SER, 
o( Dr \ 1 1-24" lcos?r + g* 
a7 
aEN! 
N = ) PR (?u—l) 
4 Bade .) %y (— 1 \ 4 4 + 
‘ r ”z a — / 
| ( 2KxN\ u 
10.) \ ) 
t (24 1) N | 
uU=% n=%. hr -n(?u—1) 
ra Ei cos nz, 
\ ui ı 1 


la formule (9.) a et€ donnde pour la premiere fois par Jacobi. 


Vi Ol 


Developpement de 


Appliquons le m&me caleul a la fonetion 


(d-g)A 1)- dA )A+g')..(dHg)] 


/ \ 
Yf 3 B . ) n-1 
- Im f -m—iIm 4 \ T \ 3-N Zm-1»\ f 1] \ | 
1-g3)(1 q 3)...(1-q j (A 7)(1-8 Di . )A+g3)( q 5). (1 m 3) 1- Ph | 
nous obtiendrons: 
1 ) 
u ( u—l | gem ] 
di we Et ne en 
I 1 — ’ S Pe u 4 1 7 S MT J 


tormule dans laquelle 5, a la valeur 


] ( 5 LP sale (1— a. 2. N " Aal 9,1 g")1+g” -— u )..(1+gq 
e D ) ) B) IN ) I 
. n = Zu Kern ET 
expression (1.) de g,(z) peut prendre les deux formes: 
u —_atu--2\ um __ntu--?\ 
(2) 9,.()= 3 u ag / _ y bu dig ) 
m \ gr TE Rei ’ | 
l { 1—gq’ uU- (24 - ) + g+“ 2 1 1 | +gu—1 (+ . )+ gen 
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dd 111 b id m h n T. | 
). - BE -) 2) Bi 19 y 4 a) !n(2u—]1l) BR 
(3.) In) = 23 —ntr2 3 —— 5g 2" + — 
u] q um] 4 l ® 


Si Yon fait dans ces formules m =x. si l’on designe par g(z) la limite de 


„(2), et si l’on observe que b, tend vers 


# e—igdm _. 
2 
il viendra 
(!u l) ' 
u m / 1 \u —|] q 2 (1 j gr } 7 y; ) N g y 
+.) 2 Uuo|Iz) = Ze 4 Ei 2 
19% ' Ä 


2yqgyiz -2 5 (—]) g 
(D.) 
' a (?u—1]) Laie ' 
[12 > ») (—] )# q 2 " (z 4 
fi l N I \ Z 
Si l’on fait dans ces formules z = e’ 
N T. 
2yg IT A-ge)'i+g”) 


.) > ı Bug 
zIgqYy\e == - = 
m ’2Kz\_ (2Ken 
() )9 
a 


\ a / 


of 


1 YYın! 
21g 1 | 1-g”")*ı 1+ ey ıky Wi ZEN 


par suite 


y Ip} 4 2 + 
£ 77 <h ) Fan 

h ] h \ | ur 
| A / M .) e x \ . 1) e q F \ ] q*r 
/ h@\ 2aha\ 
J \ 


er ME 


(!4 1) 
4 T. \au l 2 , 
war Zt 1 14 


7 c0o82r+g* 
/2K\ 

h h \ (u 1) 

\ Ad / 4 u - 1 RR 
; — u (I / 

2h x /2Kre hu / 
ER) 

Ze 


uz=ieN T. (-i4 1) Inl?du 


855 5 et 


1) 
cosd4dnr. 


u In 1 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVIIL. Hett 3. 
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Developpement de 





Pour operer ce developpement nous prendrons pour point de depart 
la fonetion 
A—-g)A—g')...d1—g")]' 


/ 3 Im 12 
[a-094-43...( u an 3 { ) (1- 1 a (11 u )] 


En decomposant cette fonetion en fractions simples il viendra 


v2) = 


g’“ —1 
lu—l. Mn 
PC) 


“ um m 4 
qw \2) = . & r- En 
q m \ = Cu A guy T7 gg“ In * 


u 
u u=m q u-lr 2 
nn n’ Pr 
l — Ye = C f) | Zu—ln r Yu—l 
ai u=1 u | 4 


Dans cette formule les eoeffieients e, et e, ont les valeurs 


(2u—1)? J ) ) 5) 7 ‘ ) 2 
b RN, ._. [ (— gu HI — g’r2ard),,.. (1 —g°") ] 
u / A—ge" IA grtd...d—g® u—?) ’ 
gm 2u+?7 q- ı+2u—? 

C„ — [20 —1-2( ! — u-+? iu | | 

- Vi un | ei 

La tormule (1.) peut prendre les deux formes 
| | 
| BR Kai A ++ (3+ - )—1g 


var. mas 2 cc 


(2.) 
f j 
nm geist —2gie-) 
r B; e.r Ro: ©. 1 ’ 
u 1 u l ) 
er wrlzı )-+a* 2 
/ Va? a 


n J. n s 1 
\yqw„(2) = = C. = ng (a + an ) 
u n= ” 


7 j 
(3.) 
u=m u=m N—W / | \ 
! a) / a) Y n(2u—]1) n | 
r2 &%r = 24 ra} 
u] u n—1 Kill 


Si l’on fait eroitre m indefiniment, 
c„ se reduira ag ° , 


! \ 


c„& (2u—1l)g | 





e] 


() 


m. 
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en designant par w(z) la limite de w 


(2) pour m=x, les deux formules 


ı 


(2,) et (3.) deviendront 


vg win) = R; q 


/ 1 . 
u—% 1 PETER Gun .. u -(/ 
+ 3 (2Zu—-1l)g + FE (2u—l)g ° | 
u] ua] EBEN ; \ Au 
1 47 \ 3-4 4 4 
Pr 200 UT 4nl2u I), I\ 
\Ygu(i) = & Eng (2’+- 
(D.) Be j 
HT ni UT % 4 (2 1) I\ 
I+ P x: (Zu—1l)g 223 (Zu—l)g . (2"+—) 
7 l dd | 7 l ” 
Si l’on remplace = par e“’ dans ces formules en remarquant que 
’23K \’ 
k k' 
RT, ) 
qw(2) = 
14 1 /ühe\ 
9) 
7 , 
on aura: 
(I) 
7 / ‚= weni) Lu (A+g* )c0s 227 —2g°47! 
Se =652349° | 
(> *) m 1 (1—2g’*!c08s2c+g*“ 
(b.) \ Pr 
| | m 9 ned u=% (2u—l) cos 2a q | 
+4 > (Zu—-1)g bi — 9 >») (Zu—l)g 5 u” > 
u] a] 1—2g°* .COSST- 4 
ZEN’ 
k h’( ) R (?u ı) 
7 re [77 T. . 
ET; =4 5 (2u—])g 
P” :[ 2K.r\ nt 
(de) \ 7 / 
+8 5 5 (n+2u—1)g ’ COS2n Tr. 
u ıi nl 


(es exemples suffisent pour montrer que la methode elementaire de la 
decomposition des fractions rationnelles en fraetions simples fournira la 
solution du probleme chaque fois que la fonetion a developper renferme 
au numerateur um nombre de fonctions 9 moindre quwau denominateur. 





6* 
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VI. 


- 
9,(=) 
7t 


Developpement de FRE 
2K zT \ 


( 
7T 


Nous allons donner en terminant lidee d’une methode qui peut 
eonduire aux developpements des fonctions doublement periodiques de 
troisieme espece dans lesquelles il figure au numerateur un plus grand 
nombre de fonetions 9 qw'iau denominateur. La decomposition en fraetions 
simples ne conduit plus au resultat a cause de la partie entiere de la 
fonetion que les procedes de lalgebre elementaire me semblent impuissants 


a fournir. 


('onsiderons A eet effet la fonetion 


\a+d+99..4+ 1 9(1+ (+ ).. (14 2) 
F(2) = TER = r | 


A-9A-9)..d-li- 1)(4- 1) uk ih, 








Il est aise de voir qu’on peut, en supposant le module de q inferieur A 
’unite et celui de z egal A lunit€ comme nous l’avons toujours suppose en 


< 


passant aux transcendantes, developper F,(z) sous les deux formes: 


UT. / l 
Y 
(1) F,@) = A+ & A (+), 


pn 


h u=& / 

1 N — > 

f +B,+"z B,(2+ 
Ei 4 ul 


>) 


l,a comparaison des developpements fourmis par les egalites (1.) et (2.) 


u. | 


nous donne la relation 


(d.) A, B,+to.g“. 

D’autre part V'equation 
gm-ın? ge A m—1 En 
q2(1+ . . -) 1-Q”*t2)F,(Q3) = - (142) 1- - )F..(@), 


tournit deux autres relations entre les eovefficients A et B. 


Nous ne ferons usage que de l'une deelles; nous prendrons celle 


i u 1 
qu’on obtient en €galant les coefficients de —— dans les deux membres. 


= 


nous aurons ainsi 


—A, -i gT+ € 


u» 





si 
d. 


el 
(des 


Ui 


Si 


Lo: 


et 


S] 


le 
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:, est un groupe de termes qui sS’evanouissent quand m auemente IN- 
‚efiniment. 
Si | 


D} 


on eombine les egalites (a.) et (b.) on obtient 


€.) A, = - A, mg" tong"+e 


u» 


et si Von pose 


l’egalite (c.) prendra la torme 


d.) a.=ıa 


44 


i ‚+ za 1 | U u gy “L & nt u q 


si lY’on remplace «, par «,g ‘, «, €tant une nouvelle constante, legalite 


d.‘\ deviendra 


(e.) ee, = 4 


ut (-1)"a.g '  +8.(-1)"g 
en ehangeant « en «—1, u—2, ... 2, let en designant par &,_. &, ax... 
des quantites analogues A & qui renferment toutes q” en facteur et sannulen! 
juand m augmente indefiniment, il viendra 


[ i [Pi 
f. la, = + RT ae Ba ee et 
| F e 1 1 + €, 2 1 4 . He TE €. | a l 5 


Si on revient aux eoefficients A, legalite f.) tournit la suivante 


Lorsque m augmente indefiniment A, tend vers une limite A,, @,„ tend vers 


dd 


e, et comme A,=«a.. on aura 


( {—]) 
A, Jan A, (—1)"g" + ER 1)“ ' 'gq“ [q B._ q  ® ei u—| y + 
et si l’on designe par F(z) la limite de F,(z 
F \ i 1 ! r 1 u u? [ u | | 
BE, ini. u la a? 
9.) (Zu 1) 
pr x — ]1“t ( i [4-1 - \ 
+ M k En 4-4 ( u ( i_L Ib ...4 De U— ( 4 ' 2 “ 
et ! I \4 I I I\ zu / 


2Ka\ 


Si l’on pose z=e””, la fonetion qui est multiplice par A, devient of Br 


‚„(2Kxn 
o( r ) 


le premier membre devient, ä un faeteur constant pres, ——, et sil’on 
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designe, comme l’a fait M. Hermite, par Z(x) la fonetion 


(?u —1)? 


.. Pr | Las urr - 2 | \uU— 
Z(x) =423 (1 lg '—g '+++(-1)""g  °  Jeos2u 
ul 


Vequation (3.) prendra la forme 
| | 


a: (Hr 
4) 4 )_ 40()+ Ze) 
6) 


C'est preeisement l’equation A laquelle est arrive M. Hermite (Comptes- 
Rendus, 7 juillet 1862). Les eonstantes qui figurent dans cette formule se 
determinent aisement. On trouve 


A = N(1l-g4"), 
d’apres l’equation (1.) A, est egal A liunite et « est la limite de «,gq='. 


14 ’ a L [2 2 1 
o, etant le numerateur de la fraction simple Ba obtenue dans 
la decomposition de F,(z). cette limite « est egale A 


Nn—N 


ı #1 +4) 0 | 


4 n==00 
va’ I A-gq”) 
n=1 


En substituant ces valeurs de A, de A, et «’ dans l’&quation (4.), elle, prend 
la torme 


.„/?2Kx na 
(4)? \ I nn\4 
zu a /2Kr f LLAC rg”) ’ 
I) 11 (1-g Kr‘ = O\ 4 )+ 4 n=x En & Z KG . 
n—1 o( - ) 7 2yg LIKt — gan)? 


Les developpements des fonctions analogues s’effectueraient de la meme 
maniere. 
IX. 

Pour etablir en toute rigueur les formules preeedentes, remarquons 
que toutes les fonetions dont nous avons trouve le developpement, & 
l’exception toutefois de la derniere, se presentent sous la forme 

1) a) = Watt tn lB)tr tan” pn (l2); 
5,.(3) designant la fonetion algebrique donnee sous forme de produit, 
ps(2). Pıl2). ».. 9,(2) des fonetions de z independantes de m. Lorsquon 








Pi 
P* 


1 


St 


s. 


s. 


Sl 


y 
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fait eroitre m indefiniment, la fonetion 5„(3) tend vers une fonetion limite 


parfaitement determinee, car les produits qui y figurent sont eonvergents 
pour m = x. 

Tant que « est fini, le coefficient «a‘“’ tend vers une limite deter- 
minee que nous designerons par a“, quand m augmente indefiniment, et 
la serie 


() l ) { - l 
a fo p3 +.a 'q pr > eG Pu Zs m... 


est convergente dans tous les exemples que nous avons consideres.  Üette 
serie definit done une fonetion determinee %/z) et Von a 


(2. 52) = a "’y(z)ta”p(z)+ ta" 


Soit « un nombre fini, soit © la somme des « premiers termes de la 
suite (1.) et soit N, la somme des autres termes de la m&me suite, on aura 


5.4 un zlu)_: h 


N. zZ — al ın Il . 
_°® le N lu) l; x N les N ınra ıP y. le |; ta -) sh |; 
Ssolt de meme a somme des « premiıers termes de la suite |Z.,. N la 


somme des autres, il viendra 


El) = SWALN, 
par suite 
3(2)-3,.(3) = SO-SOH+R_N 


Soient R, et R ce que deviennent N, et NR lorsqu on prend positivement 
tous les termes de ces deux fonetions, 

Supposons que les termes de R, soient respectivement moindres que 
ceuc de R; comme AR, renferme un nombre fini de termes respeetivement 
moindres que les termes correspondants de AR, on aura 

R,n<R. 
Toutes les series considerees etant convergentes lorsqu'on prend positivement 
tous les termes, on pourra prendre le nombre fini « assez grand pour que 
R soit plus petit que toute quantite donnee, par suite A, ainsi que Net N 
pourront etre rendus plus petits que toute quantite donnee; on aura done 


K-NRN,<e 


e etant aussi petit qu’on le veut: done 


u \ u ni r 
£ .- lu) zlu) j 


13) — 5.3) << 59 78. 


Or, si laissant «fixe, on fait croitre m, les termes de S differeront aussi 


u 
lu). 


peu qu’on le veut des termes correspondants de ©“; par suite pour une 
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valeur assez grande de m on aura 
EN <—n, 
n etant aussi petit que l’on veut, par suite 
323) —%.(2) <etn. 

On peut done trouver une valeur de m assez grande pour que 

ee 
soit plus petit que toute quantite donnee, la fonetion %,(2) a done pour 
limite (2). 

Remarque. La me&eme demonstration sapplique encore si au lieu de 
supposer les termes de AR, respeetivement moindres que ceux de R, on les 
supposait respectivement moindres que ceux de R multiplies par un nombre 
fini A: on aurait ainsi 

R,„<#4R 
et si, tant que « reste fini. les eoefficients a‘ de %,(z) ont pour limite 


IE 


les termes correspondants a‘ de (2), 5,(z) aura encore pour limite 5/2). 
Le prineipe que nous venons d’etablir s’applique de point en point 
, . 2Kx 2K x 2Kx 
aux developpements des fonetions a = ): cosam . Jan ——- Pour 
a 0 2Kz . u y 
Fappliquer a sinam ——-, il suffit de faire usage de Ja remarque preeedente 
| a VENEN 
et de prendre pour 2 la quantite Aoy Pour Yappliquer au developpe- 
49) 


ment de il suffit de prendre pour %„(2) la fonction 


1 
(2er 
ST 
5.02) = F.&@) 1-" N) 1-g"t)...(1-g4"), 
F (z) etant la fonetion definie dans lartiele V. Quant aux fonetions deve- 
loppees dans VI. et VII, il suffit de faire 


Cr +n\ 


Sn ®, zu Fon (2, 1-4” Jeee.\ 1- q ) 1+gq 


/ 


Im 1 > 


)..(14+ 4") 
ei 


3 2) — 1777 c3 ((1-— gg” + 2ı\ ( OR gg" + ” a 1 a g"“ r 


f„(z) et w,(z) &tant les fonetions qui ont servi de point de depart dans 
les artieles VI. et VII. — Il est aise de voir que ces fonetions ainsi mo- 
difiees ont m&me limite que les premieres. 


Paris, juin 189. 
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Zur Transformationstheorie der elliptischen 
Funetionen. 


Abhandlung X. 


Vergel. dieses Journal Bd. 87. S. 199 — 216. 


(Von Herrn L. Kiepert in Hannover.) 


I ich in meiner ersten Abhandlung über die Transformation 
der elliptischen Funetionen eine Grösse 


nw(n?— 1) 


u Typ {?2o\ _/A4w /n—l \ 
f = Ee o( . )9 )--0( u) ) 


n n 
angegeben habe, welche die Wurzel einer verhältnissmässig leicht auf- 
zustellenden Transformationsgleichung ist, kommt es jetzt noch darauf an, 
alle übrigen Grössen, die bei der Transformation auftreten, als rationale 
Functionen von f darzustellen. 

Zu diesem Zweck dient eine partielle Differentialgleiehung, welche 
man aus der von Jacobi im vierten Bande dieses Journals (S. 185) gegebenen 
erhält, indem man bei ihrer Herleitung nicht die Jacobischen Bezeichnungen. 
sondern die von Herrn Weierstrass anwendet. 

Eine ähnliche Uebertragung ist schon vor einem Jahre von Herrn 
Brioschi ausgeführt worden (Lincei, Vol. II. Serie 3°. 8. März 1878): diese 
kann man aber hier nicht benutzen, weil in ihr eine der drei Grössen 
&, &, € bevorzugt wird. Es soll hier vielmehr eine Form ganz neu 
abgeleitet werden, so wie sie für die vorliegende Aufgabe am geeignetsten 
erscheint. Dies hielt ich schon deshalb für rathsam, weil Jacobi von 
der oben erwähnten Differentialgleichung selbst keine Entwiekelung xe- 
seben hat *). 

Aus der partiellen Differentialgleiehung, die hier aufgestellt werden 
soll, folgt dann, dass alle zur Transformation nothwendigen Grössen lineare 

*) Die allgemeinsten hierher gehörigen Formeln finden sich bei Eisenstein (dieses 
Journal Bd. 55, S. 147—152). Vergl. auch Enneper, Ellipt. Funetionen, S. 372—388. 
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1 


Functionen von 1 = 4" f' und den —,„ ersten Ableitungen von I’ nach deı 


absoluten Invariante sind, und dass I’ selbst einer homogenen linearen 


I 
Bu | 


Differentialgleichung : „ ter Ordnung genügt. 


DZ 


s. 1. Herleitung der partiellen Differentialgleichung. 
Mit Benutzung der bereits früher angegebenen Hültstormeln (dieses 
Journal, Bd. 76, S. 21-33. Bd. 87, S. 115) seien 
w 


ON, In, J3, m == ! Nn, 
IE ER n 


D 

diejenigen Grössen, die bei der Transformation »t*? Grades bezüglich aus 
o%, 9 % 0, nn, 4 

entstehen, dann ist für = 2v+1, wie sich leicht zeigen lässt, 


’2aw \ 


= ou = e"“ (ou) II mul 
1 


n 
Wo 
PER / =)  /4o\, / 2vo N 
1 = ge) \ - . \ i FR rn 1) \ n 


ist. Setzt man jetzt noch 


2a N 


_ ge y nn 
L = 37 1 RZ \ )|. 


N 


IV 


so wird 


on = EZ’ 


d’logou If, 


on ı { 
_ N Wu —2G,+ J D I\ 


oL 6 o’L 1 
3. Du = —)—L |. 


du‘ on ou’ 
Zur Vereinfachung seien noch folgende Zeichen eingeführt: 


l l 


\ 1 E. we E; u __ ’ 
4.) pu=Ng, =, =, If-1, 
So lass also 


D. L = Ted —-I,d +Nn"—+ + =yrr +1) ia 


4 


und 


ip rg On LU a 1 ’?2vo 
ET,=T6,= Te) )+ +], 


‘ 


| A 1 pl 3 )p( ee ) BEE pre )e(&- )], 


u. ei dw 2 
A N,=To( =) p( pl —) 





wu 


vo] 


Ir 


Wo 


N 


(8 


De 


Dı 


WW, 
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wird. Es ist deshalb nur nöthig, die Grössen 7. DT). ... 7, als Funetionen 


von J' darzustellen. Dies erreicht man auf folgendem Wege: 
Es ist für ungerades n: 


OÖ uU In u et n ou 
ınd ebenso 
o(u+2nw) = o(u+2w) = — et) ag = — er HRnlto) (gyyg "FOL; 
daraus folgt 
(7 2G, v N Y 7 
‚Jetzt sei 
N N x . (?7+41) 
DB \ l. \2 x 7 z 1 a . , 4 o a / un 
O., Fr = ( ) Ne OMU — 24 > - l h sin 27] [1 | 
/ \ rt J/ .— 


dann findet man ohne Weiteres dureh Differentiation 


Q, h > ( 


Os 


a\ dh 0% uh do 04 N 
nn’ dE WW ' w d& ou 
wo 5 ein beliebiger Parameter ist, von dem &® und ©’ abhängen. 


Setzt man nun noch 


‚  dg dg 
S. ’ = — : .— > | 2. PB. _ 
| 11 36; de 1g; ds 
10.) (840 = 92 IR _ gg, 9: 
. + <- x ra ip d& ae €) WE d£ “ 
| r lg ' dgq, £ 
9. 1 — 7 ) > — - > > — —— r ) 4 ’ 
h It 2 Tin AP, 


so wird (Vergl. Bruns, Ueb. d. Perioden d. ellipt. Int. erster und zweiter 
(rattung, Dorpat 1875) 


dw da’ 
— — -Pn-Ow — — Pr —Ow' 
| «& IT TE In-0w, 
dh dn' 
(11. -=+0n+Rw, 4 +07 +ho, 
| d£ d£ ' 
dh a\ Ph dd 
a7) 7, = 1240 
de a/ 2 d£ “ 
Deshalb geht die Gleichung (9.) über in 
- 8 (de 
o#F ce 27; 2u i ou 
12. 2 = F-—+ Pn+0Q0w) ——. 
o& ou w ou 
rygX\ ’ = u) K 4 
Durch Transformation treten 9, ® — —, KW und D an die Stelle von 9, 


o, hk und 4, so dass man aus den Gleichungen (8.), (9.) und (12.) findet: 
27” 
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ie w \ 2 E ie = )u? 
\9 -( Y Die ° ou=(: \ D’4 "fe ”  (on)"L 
(8«,) nm - nrı 
| BA 1 12 gu 4 
= (2 IE yn L, 
74 dh 0° nuıh do 0% 
(Y°,) nh—; +2 y nn an armen 
as el- a eu ww dE Qu 
air, 0% nu Au 
(12°) Zn - p&5 + — (Pr+ 0w) S 


Dies giebt, wenn man aus Gleichung ae; für 9 2 Werth einsetz 
und Gleichung (12.) berücksichtigt, 


Zug = —2uvLPp(l Er) +20 [PP FE° + (Pr+Q0)]+P ZZ, 
oder weil io 20 | or Fa 
wird, 2 

(13.) 2» wi — 2nv. 4° PgL+2n er (P-Z = — .- uQ)+ pP ER, 


Will man jetzt statt « die Variable q einführen, so muss man beachten, dass 


oL (FE oL og 


e o& og 6E 


In 


1 


” O I i . [7 . . 0} » 
ist, wo unter (>) die partielle Ableitung von L zu verstehen ist, insofern 
Os e 


die Coeffieienten 7', 


unabhängig gedacht ist. Ausserdem wird 


a a, ME _ a. OL, 
dl, el tar 


cu og ou og og 


I’, ... 7‘, Funetionen von $ sind, während q von = 


2 a 1 f 3 n/ > \ ER 6 (An? A, _\ 
q — 4° (40 716” Th q =4 6q ie y2 ’ 
/ og ou ‚ % r . . A 
(14) ge = (nQ ee +#Fi2g 37), 


I 


= 


so dass sich Gleiehung (13.) in 





2n( 5) = Inv 4° PgL+24' P en [- 2-3) + “— 7 


HP zer (dg’—-729—-7 


verwandelt. Schliesslich findet man aber noch 
dy, 
Er 


2 


PP. ZBE > (7 PP Dr dy. a Y> 
UT EN, 


- 


I 





to 
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nl 


de 


Fi 


fü 


U. 


El 
Sc 
fü 


1a 


de 


lin 
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folglich wird die gesuchte Differentialgleichung 


oL = GE .. m—3 ° o’L 
d.) 12n7,(- )= url +2- [-(& 3) + ya |- -— (dd —g-7;). 
19., 97, Br Tg RT RIT75 
i 4 g. ; . 
Hierbei ıst 9%; = - . eine absolute Invariante. 
A° 


$.2. Bestimmung der Grössen T\, I, --- T’,, 9, 9; 
Da die Differentialgleichung (15.) für alle Werthe von g gilt, so 
müssen, wenn man nach Potenzen von g entwickelt, die gleichstelligen 
Coetfieienten auf beiden Seiten einander gleich sein. So findet man aus 


der Vergleichung der Coefficienten von g’*' 


Kies u Ne AT; 
ex 122 (2%+1) 7,4 7209, 
(16.) dy, 
| + (9-1 +2) (27 +64-5)9 I,_.+6 (v—-4+3)45 15-3] = 0. 
Fir =1 wird z. B. 
„ dr’ 
17. N, +2ny. — =|(), 
) 1 l ej 3 dy, 
für A=2 wird 
T ci Ze dl _ Bon 
18.) 120 7,+ 12ny; +v(2r-+7)y.I = VO 
4 dy /M 
dr’ u au 
u.s. w. oder auch, wenn man j,, aus Gleichung (17.) berechnet. 
( > 
FERLFER re 3 en |; a 
18°.) 1207; +rv (2v+7)\)yv, I —-8n’y; — 144n’y; 0. 
/ / 
. R v- dy, dy, 


d!’ «Tf u 
_ Er A 


woraus beiläufig folgt, dass diese Grössen 7, 7, I, ... 7, alle den Jacobi- 


Ebenso sind 7%, 7. ... 7, lineare -Funetionen von /, 


schen Relationen genügen. (Dies folgt übrigens auch daraus, dass L selbst 
für alle Werthe von # die Jacobischen Relationen befriedigt, denn es ist 


nach Gleichung (33.) der ersten Abhandlung L= 2" f(w).) 
Gleichzeitig ist dadurch die allgemeinste Function gefunden, welche 
den Jacobischen Relationen genügt, sie heisst 


wo a, a, ... a, noch beliebige Funetionen von y und y, sind. 


/3 
Sodann folgt auch noch aus Gleichung (16.) für A=r-+1 die homogene, 


v 


lineare Differentialgleichung (v +1)” Ordnung, der die Grösse /' genügt. 
Die Invarianten 9, und g, der transformirten Funetion 94 berechnet 
man jetzt auf folgende Weise. Es ist 
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 , a Ge 
an = — ta —- +5 + 
) u * 20 L 28 
- 23 2a w f2@ Wo‘ | 
u U u Fed y U ] n J (e) \ n ) 
su u 
„ "20 728 
1 m) dus de k .o\ 
“” 120 °'* le a 28 2. En \n u ah 
Da nun 
 —60— 1 ’"— 1200’— 184,0 — 124 
1 vor 3g., 9 = \r Iry 93 
Ist. SO wirt 
ee. : ) 2a 
\92 = — (1Vr -1)g+ 120 2 9° ). 
2 5 ae & l n / 
(19.) i " 
_ 2a ‚200 
— - (287-1), 429, 3 p(=*)+ 280 3 ) 
( (290 )9;— 420, M) 7 
| I3 J g: - ) = u 5 2a 


oder wenn man der Kürze wegen setzt 


G ‚= p( lt pl 4 0 + p( id 4:T ı 


n n 


2) (Er) — SIT, 


PER ESWR “are are = SIT, 


\g = 120( —26,)— (10v—1)g.. 
| g; — 280 (@ — 36, 6;+ 3G,) — 429; @,— (287 —1)9;. 


Für 2=3, wird natürlich  =0, @,=0, und für »=5 wird G,=0; man 
erhält also in diesem Falle 


4 43 — 280 ( (F — 36@, G, } —42g; (F, I9g;3- 


so wird 


(21.) 


$. 3. Beispiel (n = 5). 
Setzt man 


2 ? | m 
"=, ai s=-H’f=- 2, 
so wird die 'T'rransformationsgleichung für »n = 5 


22.  Fiz) = 2’+1038°’—-129,2+5 =. 


Dies giebt 


= lz 
F' (2) = 6(2°+52°— 2y,), F (2), i =, 





od 


Ni 


um 
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oder 
I2 \ dz 122 dr INJ 
\40. - a ® 
dy F'(:) dy F'(z) 


Nun folgt aber aus Gleichung (22. 
32407, 

F'(z 

wu 


und aus Gleichung (17. 


= 93 +3°+119,3°+93—10y 


I 
ISO 


24.) | | ee u 
| Y22 3: — 119, 2° — 93°?+ 109, 3°. 


Differentiirt man diese Gleichung und berücksichtigt man dabei die Werth 


; dz dy y, 
von /,. und & En So kommt 
' dy. dy. ISy, 
x dr’ An 2 
IR \ N, SıEÄrL ” 
2D. 150,, 2 (3’+693 —100y;) 7. 
Nach Gleichung (18.) ist aber 
dl ö 
601,--180%. {11.0 = 0. 
i | Zu d; un 
‘olelieh ist 
26 Th 3+Y 1z / 
(24°) 199,6, - If" If — 29; ipfT+pof 
(26 } 12G = If r ge ‘f 
Ferner wird r 
36, If+g+10f7 


und deshalb 

21.) 9: 20(IF+15f 
724,(@—-36G,0) = - EI: If +44 18; — IE FT Stgf+S0f", 
28.) 9, (9) = 14(-EIf-14Af+134- ff -00: FH Of”). 


Endlieh kann man noch aus Gleiehung (16.) für 2=53 die homogene 
lineare Differentialgleichung dritter Ordnung ableiten, der /' genügt, nämlich 


#E AT AT = 
20, ALOO»: 1900». 1489», —_ Bil’ , 
vo. 200 ne Er '"dy, 


Diese Differentialgleichung ist von grosser Wichtigkeit. Sie macht es 


ft 


.. . L} u [3 . () 
möglich, Z’ als Function von y, zu bestimmen, ohne vorher und h=e 
- () 
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zu berechnen. Ebenso kann man natürlich auch eine homogene, lineare 


u » . . - 2 .. ‚ . ® 
Differentialsleiehune dritter Ordnune für 7 = /"' herleiten und findet 
- > - / 


(30.) 5400437" + 9007" +78 —lln =. 
, 
D W 5 > . ‚19 u y D ( 
Aus dieser Gleiehune lässt sich n—= 4” f direet als Function von „= " 
z N 7 j 
£ 
darstellen, wodurch eine wesentliche Vereinfachung für die Auflösung deı 
Gleiehuneen fünften Grades herbeigeführt wird. (Verel. dieses Journal. 
oO oO \ ie) 
Bd. 87 8. 132 und 133.) 


Darmstadt. im Juni 1879. 











Zur Theorie der Flächen dritter Ordnung. 


(Von Herrn Rudolf Sturm in Münster i. W.) 


Im Folgenden erlaube ich mir einige Nachträge zu meinem Buche 
über die Flächen dritter Ordnung (Leipzig 1867, eitirt mit „Flächen dritter 
Ordnung“) mitzutheilen. Die einzelnen Abschnitte sind von einander un- 
abhängig. 


I. 

l. So wie ich a.a. OÖ. in No. 7 bewiesen habe, dass es sechzehn 
Gerade auf der eubischen Fläche giebt, welche vier Kegelschnitte der 
Fläche in Ebenen durch dieselbe Gerade und damit alle derartigen Kegel- 
schnitte treffen; ebenso lässt sich beweisen, dass es überhaupt 27 Gerade auf 
der Fläche giebt. Man hat offenbar die Zahl der Geraden zu ermitteln, 
welche vier beliebige ebene Schnitte C,, ©; C,, C, der Fläche in getrennten 
Punkten treffen. Die drei Punkte, welche €, und C, gemein haben, seien 
S,. Die Geraden, welche ©, und. zwei beliebige Geraden g', g”’ treffen. 
erzeugen eine Fläche sechsten Grades, auf welcher €, einfach ist; dem- 
nach erzeugen die, welche C,, C;, g’ treffen, eine Fläche vom Grade 
6.3—-3 = 15, auf der C,, ©, dreifach sind. Folglich ist wiederum das Er- 
zeugniss der Geraden, welche C,, C,, C, in disereten Punkten begegnen, 
vom Grade 15.3—-2.3.3= 27, denn C, begegnet jener Fläche in so viel 
Punkten, ausser in S,, Sy. Die drei Curven liegen auf ihr je sechsfach, 
da die Kegel, welche z. B. aus einem Punkte von €, die beiden anderen 
projieiren, ausser den nach den 8, gehenden Kanten, noch sechs ge- 
meinsame Kanten haben. €, trifft diese Fläche ausserhalb C,. ©,, ©, in 
27.3—3.3.6 = 27 Punkten, welche zu den 27 Geraden führen. *) 


*) Diesen Beweis habe ich 1871 in den Math. Ann. Bd. IV. S. 249 Anf. ange- 
deutet. Verwandte Betrachtungen macht Herr Picquet Bull. Soe. math. I, 8.260. 


IS 
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2. Schneidet man die Fläche fünfzehnten Grades mit einer der 
27 Geraden, a, selbst, so erhält man, da diese C,, ©, trifft, eine Fläche 
neunten Grades, erzeugt durch die Geraden, die sich auf C,, ©, a stützen, 
©, C, sind auf ihr zweifach, « hingegen fünffach, denn sie ist selbst eine 
gemeinsame Kante der beiden Kegel, welche C,, C, aus einem Punkte 
von a projieiren. €; trifft diese Fläche ausser in «C,, S;. S, noch in 
9.3—9—2.3.2 = 10 Punkten, woraus sich ergiebt, dass jede der 27 Geraden 
einer Fläche dritter Ordnung von 10 anderen getroffen wird. 

3. Es sei K ein Knotenpunkt der Fläche; jede Gerade durch ihn, 
welche C,, C, in disereten Punkten trifft, gehört der Fläche an; es gieht 
deren sechs. Sie sind Erzeugende der Fläche 27. Grades in No. 1, und K 
ist ein sechsfacher Punkt derselben. Ein durch ihn gelegter ebener Sehniti 
C, der eubischen Fläche hat X zum Doppelpunkt und mit der Fläche 
27. Grades ausser K und den S,, 8. S,, noch 3.27—6.2- 3.3.6 = 15 Punkte 
gemein. Dies liefert die 15 Geraden der cubischen Fläche, welche nich! 
durch K gehen. 


Il. 


4, Wenn die Fläche dritter Ordnung nach der zweiten Steinerschen 

Erzeugungsweise durch einen Ebenenbüschel und einen ihm projectiven Flächen- 
büschel zweiter Ordnung entsteht, so ist zu zeigen, dass fünf Ebenen ihre 
entsprechenden Flächen berühren. Der Beweis in No. 6 der „Flächen dritter 
Ordnung“ ist zu umständlich und durch folgenden zu ersetzen. Jeder Ebene 
a des Ebenenbüschels entspricht eine Fläche des Flächenbüschels, an die 
von der Axe jenes Büschels zwei Berührungsebenen «' gehen; jede Ebene 
«' des Ebenenbüschels wird von drei Flächen des Fläehenbüschels tangirt. 
denen drei Ebenen « correspondiren. Die fünf Coineidenzebenen dieser 
Correspondenz (2,3) sind die gesuchten Ebenen. 
d. Bei Grassmanns Erzeugung der Fläche dritter Ordnung durch drei 
collineare Ebenenbündel P', P', P’ sind die Beweise, dass die Fläche dritter 
Ordnung ist und dass sechsmal drei entsprechende Ebenen in eine Gerade zu- 
sammenlaufen (Fl. dritter Ordn. No. 17) so zu vereinfachen: 

X sei ein beweglicher Punkt einer festen Geraden g; die Ebenen- 
büschel in P*, P’, welche jedem Ebenenbüschel P'X correspondiren, erzeugen 
ein Hyperboloid, welches g in zwei Punkten X’ trifft. Umgekehrt, von 
jedem Punkte X’ auf g geht eine Schnittlinie homologer Ebenen in P’, P’ 
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« 


aus. die Sehne der durch die beiden collinearen Bündel P’, P’ erzeugten 
eubischen Raumeurve C”; die diesen Ebenen in P' entsprechende Ebene 
markirt auf g den Punkt X. Die drei Coineidenzen der Uorrespondenz 
(1.2) der Punkte X, X’ sind die Schnitte der Geraden g mit der eubischen 


! | Fläche. 
Ä | Es sei $ ferner eine beliebige Ebene von P', &' diejenige, welche 
Ä P' mit der Schnittlinie der beiden der £ in den Bündeln P’, P’ entsprechen- 


den Ebenen verbindet. Jede Ebene © von P' enthält drei Sehnittlinien ent- 


sprechender Ebenen von P’, P’, nämlich drei Sehnen von C”: diesen Ebenen 


entsprechen also drei Ebenen & des Bündels P'. Beschreibt ferner S einen Büsehel 
in P', so erzeugen die Schnittlinien der entsprechenden Ebenen P’, P’ eine 
tegelschaar, welche aus P' durch die Tangentialebenen £ eines Kegels zweiten 
Grades projieirt wird. Folglich giebt es nach dem Salmon- Zeuthenschen 
Correspondenzprineip *) im Ebenenbündel 1+5+2=6 Üoineidenzen der 
lÜbenen £, 5; sechsmal geht eine Ebene von P' durch die Schnittlinie der 
entsprechenden Ebenen von P’, P'. 


Il. 
6b. Es sei g eine Gerade der cubischen Fläche F', K seien die Kegel- 
schnitte auf derselben in den Ebenen durch g; als ausgeartete Flächen zweiter 
| Classe mögen sie PD heissen. Wenn O ein Punkt von g ist, so erzeugen 
seine Polaren bezüglich der Kegelschnitte X die eine Regelschaar auf der 
ersten Polartläche von O in Bezug auf F’. Zwei von ihnen treffen also 
eine beliebige Gerade I; daraus geht hervor, dass die Gerade yg auf dem 
Ort der Polaren der Punkte von / je in Bezug auf den Kegelschnitt X, 
dessen Ebene den Punkt enthält, oder wie man auch sagen kann: dem 
Ort der [reeiproken] Polaren der Geraden /! in Bezug auf die verschiedenen 
Flächen & doppelt liegt und demnach, da jede Ebene durch g eine solche 
: Polare enthält, dieser Ort vom dritten Grade ist. Er enthält offenbar die 
’ Doppelpunkte der fünf unter den K befindlichen Geradenpaare. 
| Verbindet insbesondere / zwei dieser Doppelpunkte, so wird die 
Polare in Bezug auf jedes der beiden zugehörigen Geradenpaare unbestimmt: 
| die Fläche dritten Grades zerfällt in die Ebenen der beiden Paare und die- 
| jenige Ebene, welche die drei übrigen Doppelpunkte verbindet.  Mithin 


*) Salmon-Fiedler, Raumgeom. 2. Aufl. II, 5.556; Zeuthen, Comptes rendus, 1. Juni 
1574; erweitert durch Schubert, Math. Ann. Bd. X, S. 1, 8. 15. 


28* 
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bilden die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare unter den Kegelschnitten K 
ein derartiges räumliches Fünfeck, dass in Bezug auf jeden K die Spuren 
der Verbindungslinie zweier Ecken und der Verbindungsebene der drei anderen 
ın der Ebene von K Pol und Polare sind, oder, dass das Fünfeck ein Pol- 
fünfeck *) in Bezug auf jede Fläche B ist. 

t. Durch die fünf Doppelpunkte geht ein vierfach unendliches System 
von Flächen zweiten Grades und schneidet in jede der Ebenen E dureh 
ein vierfach unendliches System von Kegelschnitten ein, welche alle dem 
Kegelschnitt X in der Ebene harmonisch umgeschrieben sind **), d.h. von 
denen jeder einfach unendlich vielen Polardreiecken des Kegelschnitts K 
umgeschrieben ist. Unter den Flächen des Systems giebt es unendlich 
viele Ebenenpaare, bestehend aus einer Ebene durch drei der fünf Doppel- 
punkte und irgend einer durch die beiden anderen: das Geradenpaar, in 
dem ein solches Ebenenpaar durch die Ebene eines K geschnitten wird, 
ist nach dem oben erhaltenen Satze aus zwei in Bezug auf K conjugirten 
(Geraden zusammengesetzt und demnach dem K harmonisch umgeschrieben: 
also sind es auch alle Kegelschnitte des linearen Systems, welches aus dem 
Flächensystem ausgeschnitten wird und von dem fünf dieser Geradenpaare 
als Constituenten angesehen werden können ***). Oder kürzer: Die Flächen 
des Systems vierter Stufe sind sämmtlich allen Flächen PD harmonisch um- 
geschrieben oder stützen sie; die Flächen $ gehören dann zu dem linearen 
(Gewebe ebenfalls vierter Stufe, das von jenem System gestützt wird und 
eindeutig durch dasselbe bestimmt ist; das Fünfeck ist für alle Flächen 
des Gewebes ein Polfünfeck. Wir haben es also hier mit dem speciellen 
Falle zu thun, den Herr AReye in No. 47 seines Aufsatzes über lineare 
Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades F) erwähnt. Als Con- 
stituenten dieses linearen Gewebes können irgend welche fünf Flächen & 
eenommen werden. Denn diese Flächen 2 gehören keinem niedrigeren 


*) Reye, dieses Journ. Bd. 77, 5. 269. 
Nach Herrn H. S. Smith’s Ausdrucksweise: Proc. Math. Soe. II, S. 85, oder 
wie Herr Reye sich ausdrückt: welche K stützen: Geom. der Lage I, 2. Aufl. S. 106 
und für Flächen, dieses Journ. Bd. 82, >. 1. 
===) Man vergl. Herrn Piequets Aufsatz im Bull. Soc. math. IV, S. 128, in welchem 
auf diese Eigenschaft des vierstufigen Flächensystems eine Erzeugung der eubischen 
Fläche gegründet wird, der in No. 6 erhaltene Satz aber auf einem Umwege be- 
wiesen ist. 
7) Dieses Journ. Bd. 82, 8. 54. 
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linearen Gewebe von Flächen zweiten Grades an als einem von vierter 


| Stufe; eine Fläche zweiten Grades nämlich, welche einer &, deren Kegel- 
/ )  sehnitt zu einem Geradenpaar ausgeartet ist, harmonisch umgeschrieben 


ist oder sie stützt, geht durch dessen Doppelpunkt, weil jedes dem Geraden- 
paare zugehörige Polardreieck eine Eeke in demselben hat; also alle Flächen 


| zweiten Grades, welche sämmtliche $& stützen und mithin auch die fünf 
(reradenpaare unter ihnen, gehen durch deren Doppelpunkte und gehören 
| ' deshalb einem linearen Systeme vierter Stufe an, während, wenn die $ in 
einem niedrigeren linearen Gewebe als von vierter Stufe sich befänden. die 
‚ | sie sämmtlich stützenden Flächen einem höheren linearen Systeme als von 
| | vierter Stufe angehören müssten. 


| 8. Wenn drei Kegelschnitte K,. K,. K, gegeben sind, deren Ebenen 
durch dieselbe Gerade g gehen, diese aber von jenen nicht in drei Punkten- 
paaren in Involution getroffen wird, so ist die dureh die drei Kegelschnitte 
und die Gerade (d. i. durch 4+3 (7—2) = 19 Punkte) gelegte eubische Fläche 
das System der drei Ebenen. Bilden aber die drei Punktenpaare auf g eine 


) Involution, so geht durch K,, K;,, K,, g ein büschel von cubischen Flächen: 
| denn vier Punkte auf g, je fünf auf K,. K, und vier auf K, bestimmen einen 
? Büschel, dessen Flächen alle g, K,. K,, enthalten: alle müssen die Ebene 


- von K, in einem durch die vier Punkte gehenden Kegelschnitte schneiden, 


| der die g in zwei Punkten trifft, die zu den von K,, K, herrührenden 
| Paaren in Involution sind: was allein durch K, erfüllt wird. Also gehen 
alle Flächen des Büschels auch noch durch diesen Kegelschnitt. Zum 
Büschel gehört das System der drei Ebenen. Demnach oseuliren sich alle 
B Flächen des büschels längs g:; d.h. nicht nur treffen die von einer Kbene 


- durch g aus den verschiedenen Flächen ausgeschnittenen Kegelschnitte 


> | die g alle in denselben zwei Punkten, sondern berühren sieh auch dort: 
denn wenn eine Ebene durch einen dieser beiden Punkte gelegt wird, so 


schneidet sie aus den Flächen sich in dem Punkte dreipunktig berührende 
Curven aus; geht aber die Ebene überdies durch die Tangente eines der 
N - ausgesehnittenen Kegelschnitte, so berührt diese die aus derselben Fläche 
ausgeschnittene Curve dreipunktig, folglich muss sie das auch bei der andern 
b | Curve thun. 
N | Die Curve der Pole der Geraden g in Bezug auf die von den Ebenen 
durch g ausgeschnittenen Kegelschnitte K ist demnach für alle Flächen 
des Büschels dieselbe. 
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9. Gehen wir wieder zu einer Fläche F’ zurück. Die eben er- 
wähnte Curve der Pole einer Geraden g in Bezug auf die Kegelschnitte K 
in den Ebenen E dureh g, der weitere Schnitt der ersten Polarflächen der 
Punkte von g ausser g, trifft g zweimal und markirt in ihrem dritten 
Schnitte mit jeder Ebene E den Pol für den zugehörigen K. Sie geht er- 
sichtlich dureh die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare und ist deshall 
nach Herrn Aeyes Benennung eine Poleurve für die Flächen & und das 
lineare Gewebe vierter Stufe, dem sie angehören (am zuletzt a. O. No. 18), 

Da sie drei unendlich ferne Punkte hat, so ist g für drei Kegel- 
schnitte X Durchmesser: demnach ist der Ort der Mittelpunkte aller Kegel- 
schnitte K eine Kaumeurve vierter Ordnung (zweiter Species), welche der Geraden 
g dreimal begegnet und durch die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare geht, 
Der Fläche F’ begegnet sie in diesen, ferner in den drei Punkten auf y 
und in ihren vier unendlich fernen Punkten, den Mittelpunkten der vier 
Parabeln, welche unter den Kegelschnitten K sich befinden. 

Um die Zahl der gleiehseitigen Hyperbeln unter den AK zu ermitteln. 
machen wir folgende Betrachtung. Es sei C, eine ebene Curve dritter Ord- 
nung, o0(=6,4,5) ihre Klasse und @ ein Punkt auf ihr; ferner € die 
Polareurve von C* in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt C° in der 
Ebene von C’. Ist P ein variabler Punkt von €, so beziehen wir die ihm 
polare Tangente p von C, auf den dritten Schnitt von GP mit C’ und haben 
damit eine eindeutige Beziehung zwischen den Punkten von ©’ und den 
Tangenten von (;. 


I 


Das Erzeugniss der Schnitte je der eigenen Tangente 
eines Punktes von ©’ und der eorrespondirenden von €, ist eine Curve 
von der Ordnung 0+3. Stellt man ferner in den Strahlen eines beliebigen 
Büschels O0 eime Correspondenz von der Art her, dass je dem Strahle, der 
nach einem Punkte von C° geht, derjenige entspricht, welcher den Schnitt 
der Tangente dieses Punktes mit der correspondirenden von €, enthält, so 


hat diese Uorrespondenz (3, 0+3) 6-+0o Uoineidenzen, zu denen aber auch 
die e Tangenten aus O an ©’ gehören. Die sechs übrigen beweisen, dass 
sechsmal die Tangente von C, mit dem entsprechenden Punkte von C 
inceident ist *). 


geht. 


Dies heisst in unserem Falle, dass es auf ©’ sechs Punkte 


*) Ebenso lässt sich allgemein beweisen, dass, wenn die Punkte einer Curve v" 
Ordnung und die Tangenten einer Curve 0” Klasse in derselben Ebene sich eindeutig 
entsprechen, (v-+o') mal correspondirende Elemente incident sind. 
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welche von dem dritten Punkte, in dem ihre Verbindungslinie mit @ die 


Curve €” schneidet, durch C° harmonisch getrennt werden, oder, was das- 
selbe ist, dass es durch @ drei Strahlen giebt, deren beide weiteren Schnitte 
mit C° zu denen mit ©° harmonisch sind *). 

Lässt man C’ den unendlich fernen Schnitt von F’, @ den unendlich 
fernen Punkt der Geraden g auf F’ und © den unendlich fernen imaginären 
Kugelkreis sein; so ergiebt sich, dass unter den Kegelschnitten K auf F' 
in den Ebenen durch g drei gleichseitige Hyperbeln existiren ””). 

Die vier 'Tangenten aus @ an C’ bestimmen offenbar mit y die vier 
Parabelebenen. 

10. Wir betrachten noch zwei ebene Systeme von Kegelschnitten, 
welche mit dem Systeme der Kegelschnitte K auf F' in den Ebenen E durch 
eine Gerade g der Fläche verbunden sind, nämlich das aus ihm durch Pro- 
jection und das durch Umlegung entstehende. u, v seien, wie üblich, die 
Charakteristiken dieser Systeme, d. h. die Zahlen der Individuen derselben, 
die durch einen Punkt gehen, bez. eine Gerade berühren. Bei dem dureh 
Projeetion entstehenden Systeme leuchtet sofort ein, dass «= 3 und v4, 
denn, was das Letztere anlangt, so gehen an die Sehnitteurve der F’ mit 
einer durch das Projectionse entrum 0 eehenden Ebene von dem Punkte, 
wo diese die g trifft, vier Tlangenten. Ist also insbesondere parallel pro- 
jieirt worden, so führt »=4 wiederum zu der Zahl der Parabeln. 

Die Zahl der Geradenpaare des Systems ist selbstverständlich fünf, 
der Kegelsehnitt von F’ in der Ebene Og liefert ein Punktenpaar: die 
Punkte (oder Scheitel) desselben werden auf g durch die Tlangenten aus 
0 an den Kegelschnitt markirt. Weil von den drei Punkten, in denen ein 
Projeetionsstrahl in der Ebene Og die F’ trifft, zwei auf diesen Kegelschnitt 
kommen, während in einer Ebene durch 0, welehe den Doppelpunkt eines 
der fünf Geradenpaare der Fläche enthält, von den vier Tangenten an die 
Schnitteurve aus der Spur von yg nur eine durch den Doppelpunkt geht: 


*) Die Beispiele d.) und f.), welehe Herr Brill am Schlusse seines Aufsatzes 
über die Correspondenzformel (Math. Ann. Bd. VII, S. 607) als ihm von mir mitge- 
theilt bezeichnet, sind bei Gelegenheit der schon vor längerer Zeit gemachten obige n 
Untersuchung entstanden. 


**) Man vergl. meinen Aufsatz in den Math. Ann. Bd. IV, 5. 249, No. 12, wo 
dieser und der vorige Satz für eine Fläche »' Ordnung mit einer (a — 2)-fachen 
Geraden, der jetzige Satz ohne Beweis, mitgetheilt ist, sowie auch Herrn Piequets Be- 
weis Bull. Soc. math. IV S. 153. 
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so zählt in den bekannten Formeln zwischen Charakteristiken und Aus: 
artungen das Punktenpaar unseres Systems doppelt, jedes der fünf Geraden- 
paare aber nur einfach *). 

11. Bei dem anderen Systeme, welches aus den K durch Umlegune 
entsteht, muss diese Umlegung der verschiedenen Ebenen E durch g in 
eine, E,, von ihnen derartig geschehen, dass jede von ihnen in zweifacher 
Weise, durch Drehung um den spitzen und durch Drehung um den stumpfen 
Flächenwinkel, umgelegt wird. Geschähe dies nämlich nicht, so würde die 
Continuität unterbrochen; man würde den Kreis und den Rotationskegel. 
von denen gleich die Rede sein wird, nicht vollständig erhalten und des- 
halb über die Zahl der gemeinsamen Elemente derselben mit anderen Ge- 
bilden nichts schliessen können. 

Es sei P ein Punkt von E, und P’ der zu ihm in Bezug auf g 
symmetrische, der Kreis über PP’ als Durchmesser in der zu E, normalen 
Ebene N hat mit der Curve NF’ sechs Punkte gemein. Diese kommen 
dureh die eine oder durch die andere Umlegung nach ? (und dureh die 
jedesmalige zweite nach P)); demnach gehen sechs Curven unseres ebenen 
Systems durch P, «=6. Wie viele von ihnen dureh die Umlegung um 
den spitzen, wie viele durch die um den stumpfen Winkel nach ? kommen, 
wird von der Gestalt der Curve NF’ abhängen und bei verschiedenen 
Punkten P verschieden sein, die beiden symmetrischen Hälften der Um- 
legungsfigur entsprechen nicht den beiden Umlegungen. 

Die Punkte P von g selbst verdienen noch besondere Betrachtung. 
durch jeden von ihnen geht vor der Umlegung ein Kegelschnitt, also nach 
der Umlegung zwei. Die vier restirenden Punkte kommen so zu Stande: 
der Kreis über PP’ ist in diesem Falle ein Nullkreis geworden oder zu 
dem Greradenpaar aus P nach den unendlich fernen Kreispunkten der 
Ebene N degenerirt; dessen vier weitere Schnitte mit der Curve NF’ müssen 


als durch die Umlegung — bei welcher das imaginäre Geradenpaar selbst 
test bleibt — mit P zusammenfallend angesehen werden. 


Wenn Z/ eine Gerade in E, ist, so hat der durch die Rotation von / 
um g entstehende Rotationskegel mit dem von gl an F” gelegten Tan- 


=) Allgemeineres über derartige Curvensysteme, welche dureh Projeetion der 
von den Ebenen eines Büschels aus einer Fläche ausgeschnittenen Curven entstehen, 
findet man in Herrn Zeuthens Arbeit: Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane 
Curver ıSehriften der Kopenhagener Ges. der Wiss. 5. Reihe, 10. Band IV) No. 40. 
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ventialkegel acht Kanten gemein: dies sind die Tangenten an Kegelschnitte 
K, welehe sich bei der einen oder der anderen Umlegung mit / vereinigen: 
also ist v=8. Hieraus schliessen wir nochmals, dass es unter den Kegel- 
schnitten X 4.5 = 4 Parabeln giebt. Ferner führt die Correspondenz (6, 6), 
welche durch das jetzige System auf der unendlich fernen Geraden von E 
entsteht, zu dem Resultate, dass es zwölf Punkte auf derselben giebt, die 
je von einem ihrer entsprechenden durch die unendlich fernen Kreispunkte 
harmonisch getrennt werden, oder dass sechsmal je zwei entsprechende 
Punkte dieser Correspondenz zu diesen Kreispunkten harmonisch liegen, also, 


dass es unter den Kegelschnitten X 4.6= 53 gleichseitige Hyperbeln giebt. 


IV 


12. Die rein geometrische Theorie der Polaren der ebenen ÜCurven 
dritter Ordnung, welche Herr Milinowski ”) „egeben hat, hat einen Wunsch, 
den ich in der Vorrede meines Buches über die Flächen dritter Ordnung 
ausgesprochen, realisirt, und ich erlaube mir im Folgenden die Milinowskische 
Betrachtungsweise auf die Flächen dritter Ordnung zu übertragen. leh 
olaube, dass es doch nicht ohne Interesse sein dürfte, diese Betrachtungs- 
weise an den genannten Flächen wirklich ausgeführt zu besitzen. Wenn 
ich also auch die Hauptgedanken Herrn Milinowski entlehne, auf dessen 
Arbeit ich gleichzeitig hiermit die Aufmerksamkeit zu lenken wünsche; 
so wird, hoffe ich, eine Vergleiehung derselben mit der vorliegenden zeigen, 
dass diese doch nicht eine blosse* Uebertragung ist; insbesondere möchte 
ich den Beweis in No. 15, sowie die Betrachtungen in No. 21—25 hervorheben. 


Die für unseren Zweck veelenetste Erzeugungsweise der eubischen 


| 
Fläche ist die durch ein Netz von Flächen zweiten Grades, welche alle durch 
| dieselbe eubische Raumeurve gehen, und einen zu ihm reciproken Strahlen- 
bündel. Ich habe in No. 110 der „Flächen dritter Ordnung” gezeigt, dass 
diese Erzeugungsweise eine Umgestaltung der Grassmannschen ist und selbst 
noch dahin verallgemeinert werden kann, dass ein beliebiges Netz von 
1 Flächen zweiten Grades als das eine erzeugende Gebilde angenommen 
wird; doch ist diese Verallgemeinerung für die Polarentheorie weniger 
geeienet. 
*) Zeitschr. für Math. und Phys. Bd. XXI, S. 436; im Bd. XXI, S. 239 derselben 


Zeitschr. findet sich nun auch die der Curven vierter Ordnung. 





Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 2) 
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Jede beliebige cubische Raumcurve R’ auf der cubischen Fläche kann 


als Grundeurve des erzeugenden Netzes, jeder beliebige Punkt P der Fläche 
— der nicht auf R’ liegt — als Scheitel des erzeugenden Bündels gewählt 
werden. 

In der 'That, jeder Strahl durch P schneidet F? in zwei weiteren 
Punkten, durch welche eine und nur eine Fläche des Netzes geht. Jeie 
lläche des Netzes schneidet F* noch in einer zweiten eubischen Raumeurve 
(Flächen dritter Ordnung No.58), zu der von P ein sie zweimal treffender 
Strahl kommt. Beschreibt der Strahl in P einen Büschel — dessen Ebene 
aus F’ die von R’ in A, B, © getroffene Curve C° ausschneide —, so be- 
gegnen die Kegelschnitte durch A, B, C und je die beiden ferneren Schnitte 
des Strahls mit C° dieser Curve alle noch in demselben Punkte D; so dass 
die den Strahlen des Büschels entsprechenden Flächen im Netze alle ausser 
R’ deren aus D kommende Sehne enthalten, also einen Büschel bilden. 
Umgekehrt, geht man von einem Büschel des Netzes aus, so eonstruire 
man die zweien Flächen desselben entsprechenden Strahlen; diese bestimmen 
im Bündel einen Büschel, und der ihm nach dem Vorhergehenden im Netze 
entspreehende Büschel hat mit dem gegebenen zwei Flächen gemein. 

Es ist demnach in der That eine die Fläche F’ erzeugende reeiproke 
jeziehung zwischen Netz und Bündel hergestellt. 

Die Berührungsebene der Fläche F’ im Scheitel P enthält den 
Strahlbüschel, welcher dem durch P gehenden Büschel des Netzes entspricht. 

15. Die Polarebenen des Punktes P für alle Flächen des Netzes bilden 
einen dem Netze collinearen, dem Strahlenbündel also reciproken Ebenenbündel, 
und durch beide Bündel wird eine Fläche zweiten Grades P’ erzeugt. Jeder 
Strahl durch P tritt die Polarebene von P in Bezug auf die ihm ent- 
sprechende Fläche des Netzes, also die ihm entsprechende Ebene des 
Kbenenbündels einerseits auf P°, andererseits im vierten harmonischen Punkte 
zu P in Bezug auf die beiden Schnitte des Strahls mit seiner entsprechenden 
Fläche im Netze, oder, was dasselbe, in Bezug auf seine beiden weiteren 
Schnitte mit F*. Durch diese harmonische Eigenschaft der Punkte der 
Fläche P’ ist ihre Eindeutigkeit, d. h. ihre Unabhängigkeit von der Curve 
R’ nachgewiesen; sodann erhellt hieraus, dass die auf diese Weise geo- 
metrisch erzeugte Fläche P’ dieselbe ist, wie die mit Hülfe der bekannten 
metrischen Relationen definirte erste oder quadratische Polarfläche des Punktes 
P für F’. 
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Die Polarebenen von P für die Flächen des dureh P gehenden 


Biischels aus dem Netze sind Berührungsebenen dieser Flächen und gehen 
alle durch die Sehne aus P an R’. Auf derselben liegt auch der dem 
Punkte P in Bezug auf AR’ conjugirte Punkt, der Scheitel des Polarebenen- 
bündels. Demnach entspricht der Strahlbüschel in der Berührungsebene 
von P an F’ in der reeiproken Beziehung der Bündel dem Ebenenbüschel 
um die Verbindungslinie der Scheitel, also ist seine Ebene gleichfalls die 
Berührungsebene von P’ in P. 

Die Fläche F’ wird in jedem ihrer Punkte von der ersten Polarfläche 
P' desselben berührt. 

Die erste Polarfläche von P enthält offenbar die dem Punkte P in 
Bezug auf alle eubischen Raumeurven der F’ harmonisch eonjugirten Punkte. 

14. Es habe F’ einen Knotenpunkt; in diesen wollen wir P lesen, 
so fällt von jedem Strahle durch P ein weiterer Schnitt mit P zusammen. 
An eine nicht durch den Knotenpunkt gehende eubische Rhaumeurve R’ 
der Fläche F’ kommt von P eine Sehne g,, welche also ganz auf F’ liest. 
Is lässt sich leicht einsehen, dass von den fünf übrigen Geraden der Fläche 
F’, die durch P gehen, vier einmal von AR’, eine gar nicht getroffen: von 
den fünfzehn anderen werden in Folge dessen je vier gar nicht oder zwei- 
mal. 6+1=7 einmal getroffen (so dass, da die Geraden durch P binär 
sind, das in No.58 der Fl]. dritter Ordn. beschriebene Arrangement statt 
hat). Die Flächen des Netzes, welche je durch die beiden weiteren Sehnitte 


gehen demnach alle dureh P 


eines Strahles durch P mit F’ gelegt sind, 
und beschränken sich auf die Flächen eines einzigen Büschels des Netzes, 
dessen Grundeurve aus R’ und der Sehne g aus P besteht: jede dieser 
Flächen schneidet aus F* noch einen (durch P gehenden) Kegelschnitt, der 
also AR’ schon dreimal trifft; so dass alle diese Kegelschnitte die Gerade 
9, der Fläche durch P zur Ergänzung haben, welche AR’ nieht begegnet, 
und jeder Fläche dieses Büschels alle Strahlen des Bündels in der Ebene 
des ausgeschnittenen Kegelschnittes entsprechen, die Erzeugung demnach in 
die zweite Steinersche übergegangen ist. Die Polarebenen von P werden 
Berührungsebenen und gehen alle durch g: die Erzeugung der Polarfläche 
P’' ist ebenfalls in die dureh zwei projeetive Ebenenbüschel um 9, und q, 
übergegangen, und da die Axen sich in P schneiden, so ist das Erzeugniss 
ein Kegel zweiten-Grades mit dem Scheitel P. Man kann auch leicht er- 
sehen, dass jede Kante dieses Kegels mit F” drei in P vereinigte Punkte 
29% 
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gemein hat, weil die ihr (und allen Strahlen des Büschels der Ebene dure)) 
9. der sie angehört) entsprechende Ebene im Büschel g, die ebenfalls ent- 
sprechende Fläche im Büschel (AR’, g,) tangirt, so dass der Kegel, der sich 
als erste Polarfläche des Knotenpunktes ergeben hat, der Anschmiegungskegel 
desselben. ist. 

15. Es seien A, B zwei beliebige Punkte der (allgemeinen) eubischen 
Fläche, A, B’ ihre (ersten) Polarflächen, CE der dritte Schnitt der Ver- 
bindungslinie I mit FF, A, B deren zweite Schnitte mit A’, B’. Ferner 
seien B,, C,, U, die entsprechenden Schnitte eines dem / unendlich nahen 
Strahles durch A. Weil AUBC und AU, BC, harmoniseh sind, so laufen 
BB. CC,, AQUA, welche bez. in den Berührungsebenen von F’ in B, © uni 
von A in U liegen, in einen Punkt W zusammen; und da dies in jeder 
Ebene dureh 7 gilt, so gehen die genannten drei Tangentialebenen dureh 
dieselbe Gerade a’; und ebenso gehen die Tangentialebenen von F’ in A. 
© und von B’ in DB durch dieselbe Gerade 5b’; beide Geraden a’, b' liegen 
demnach in der Berührungsebene von F’ in €. Die Ebenen, welche F’ in 
A, B berühren, tangiren dort auch A‘, bez. B’ (No. 15): sei s ihre Schnitt- 
linie, sei weiter a” der Schnitt der Ebene, welche F’ und A’ in A tan- 
eirt, mit der, welche A’ in X tangirt, also die reeiproke Polare von / naelı 
A’, und b" die reciproke Polare von / nach 5’. Durch diese Geraden ent- 
steht in der Ebene, welche F’ im A berührt, um die Spur von a’ ein har- 
monischer Büschel, weleher aus s, b’, a’ und dem Strahle nach A besteht 
und in dem die beiden ersten und die beiden letzten Strahlen zugeordnet 
sind; die Strahlen desselben sind nämlich die Spuren der Ebenen, welehe 
a mit den vier Punkten BD, C, U, A verbinden. Ebenso haben wir in der 
in DB tangirenden Ebene um die Spur von 5b vier harmonische Strahlen: 
s, a, b’ und den nach 3 gehenden. Die Spuren von a’ in der ersteren 
und von b’ in der zweiten Ebene sind aber identisch, nämlich beide sind 
der Schnitt von s mit der Berührungsebene von C; also sind beide har- 
monischen Büschel eoncentrisch und perspeetiv: die drei Ebenen ab’, ab" 
und diejenige, welche die nach A, B gehenden Strahlen verbindet und 
deshalb die ganze Gerade ABC enthält, gehen durch dieselbe Gerade. Da 
nun die erste und die dritte Ebene durch C gehen, so thut es auch die 
zweite: d.h. die Ebene Ca” ist mit Cb” identisch. Weil aber CE zu B in 
Bezug auf AA harmonisch und a” die receiproke Polare von /! in Bezug 


auf A’ ist. so ist Ca’ die Polarebene von B nach A’ und ebenso Cb” die 
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von A nach B°. Demmach hat B dieselbe Polarebene in Bezug auf A, wie 


A in Bezug auf B°”). 

16. Essei nun C auch die Polarfläche von C. Ist dann $ ein Punkt 
er Sehnitteurve (A, B’), so liegen die sechs weiteren Schnitte der Geraden 
S(A,B,C) mit F? (oder mit der von S/ ausgesehnittenen Curve) auf einem 
Keeelschnitte S’; S als Punkt von A’, B° ist harmonisch zu A, B bezüs- 
lieh der beiden weiteren Sehnitte von SA, SB: also ist != AB die Polare 
von S bezüglich S’, mithin S auch harmonisch zu C bezüglich der beiden 
weiteren Sehnitte von SC; d.h. S liegt auch auf C°. Daraus geht hervor. 
dass A’, B’, ©" demselben Büschel angehören, 

17. Um nun auch zu der Polarfläche eines nicht der Fläche F’ an- 
gehörigen Punktes P zu gelangen, folge ich in No. 17, wie auch sehon in 
No. 16, ganz Herrn Milinowskis Gedankengang. Ich thue dies der Voll- 
ständiekeit halber, obgleich fast gar keine Modificationen erforderlich sind. 


Durch das Entsprechen der drei Punkte A, B, Ü, in denen F’ 
von einer Geraden I! geschnitten wird, und ihrer drei Polarflächen A, B', C 
ist zwischen der Punktreihe auf I und dem durch A, B', Ü' bestimmten 
Flächenbüschel eine projective Beziehung festgeselzt. Es sei P’ die einem 
beliebigen weiteren Punkte P von ! in dieser Beziehung entsprechende Fläche 


des Büschels; die Polarebenen von A nach 4, B’, ©’, P’ seien e, P, y. ı. 


2 
also ist apyıaı ABC P’ AABCP; ferner seien ao, 5, y', ı’ die Polar- 
ebenen von A, B,C,P nach A’, folelieh ist ef’y a’ ABCP: mithin 


aßyayejfy@. Nun ist aber nach No. 15 5, y bez. identisch mit P', y', 
also auch = mit 7’; d.h. die Polarebene von A nach P’ mit der von P 
nach A’. 

R sei ein weiterer Punkt von /, R’ die ihm in der obigen projeetiven 


Beziehung eorrespondirende Fläche, seien ferner die Polarebenen von P 


nach A‘, B', C/, R’ bez. a,, Pı, Y%ı, oe, und die von A, B, C, R nach P’ 
bez. &. Pi 71 01, 80 ergiebt sich wiederum «,P,y1®: 0,/,Y:ı9,, und weil 


*) Hinsichtlich des analogen ebenen Satzes, der bei Herrn Milinowski nicht ganz 
richtig bewiesen war, sehe man eine Notiz desselben (Zeitschr. f. Math. XXIIL, 8. 344 
über einen ihm von mir mitgetheilten Beweis. — Von der Definition der ebenen Curve 
dritter Ordnung als Tripeleurve eines Kegelschnittnetzes ausgehend, hat, vor Herrn 
Milinowski, Herr Schröter (Steinersche Vorlesungen Bd. II, 2. Aufl. 5. 508 und 509 
die rein geometrische Definition des Polarkegelschnitts eines Punktes der Curve 
gegeben und die Identität der Polare von B nach dem Polarkegelsehnitt von A mit 
der von A nach dem Polarkegelsehnitt von B für A und B als Punkte der Curve 
nachgewiesen. 
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nach dem eben Bewiesenen «,, P,, 7, bez. mit &, Pi, 7 identisch sind, so 


ist auch o, mit o, identisch, d. h. die Polarebene von P nach R? mit (ler 
von R nach P”. 

X sei nun ein beliebiger Punkt von F?, «, f, y, x seien seine 
Polarebenen nach A’, B’, C’, P’, also «, ß, y auch die von A, B, C naclı 
X’, die von P nach X sei n'; so folgt aus adyny\ ePya', dass auch a 
und 77 identisch sind, also die Polarebene von X nach P’ mit der von P 
nach X. X aber als Polarfläche eines Punktes von F’ ist schon völlig 


> 


bestimmt, also auch die Polarebene von P nach X. Ergäbe sich nun bei 
einer anderen Geraden dureh P eine andere Fläche P,, dem P in der pro- 
Jeetiven Beziehung eorrespondirend, so würde nach dem Vorhergehenden 
jeder Punkt X von F’ in Bezug auf beide dieselbe Polarebene haben. 
nämlich die von P nach X’; wenn aber drei Punkte einer Geraden in 
Bezug auf zwei Flächen zweiten Grades dieselben Polarebenen haben, so 
eilt dies wegen der projeetiven Beziehung zwischen Polen und Polar- 
ebenen für alle Punkte der Geraden. Demnach hätten alle Punkte (des 
Raumes”) in Bezug auf P’ und P} je dieselbe Polarebene, d.h. P} ist die- 
selbe Fläche wie P'. 

Die dem Punkte P zugeordnete Fläche P’ ist also unabhängig von 
dem durch ihn gezogenen Strahle I und ist ihm eindeutig zugeordnet: sie 
heisst also seine erste Polarfläche in Bezug auf F'. 

Zugleich ist im Vorhergehenden für zwei beliebig im Raume gelegene 
Punkte X, Y die Identität der Polarebene von Y nach X mit der von | 
nach Y' und damit der Begriff der gemischten Polarebene der Punkte X, Y 
bezüglich der Fläche F’ gewonnen. 

18. Gehen wir nochmals zu einer Geraden /, ihren Schnitten A, 
B, C mit F’, deren ersten Polarflächen A’, B’, C’ und der projeetiven Be- 
ziehung der Punktreihe A, B, C,.... und des Büschels A, B', €‘, 
zurück. Auch die Involution, welche der letztere auf /! erzeugt, ist pro- 
jeetiv zu A, B, C,... Wenn A, 3, & die drei Punkte sind, die A, Bb, € 
je von den beiden anderen trennen (also die eubische Covariante von A, B, ( 
bilden), so gehören AA, BB, CE zu der Involution und entsprechen A, B, €. 
Das dem Punkt P entsprechende Paar der Involution liefert die harmoni- 
schen Mittelpunkte zweiten Grades von P in Bezug auf A, b, C. 


*) Herr Milinowski begnügt sich in seiner Betrachtung mit den Punkten X der 
Curve dritter Ordnung. 
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Die Schnitte einer durch den Pol P gehenden Geraden mit der ersten 


Polarfläche P’ von P hängen demnach nur von den Schnitten der / mit F’ 
ab; wenn also zwei eubische Flächen eine Gerade / in denselben drei 
Punkten treffen, so treffen auch die beiden Polarflächen eines Punktes 
dieser Geraden in Bezug auf sie die 7 in denselben zwei Punkten. 

ge- 


rader Linie befindliche) Punkte ihrer Sehnitteurve C° mit F?. 4°. B., € 


19. Sei E eine beliebige Ebene, seien A, B, © drei (nieht in 


deren erste Polarflächen und P einer der acht gemeinsamen Punkte der- 
selben. Der Kegel, welcher C° aus P projieirt, schneidet F’ noch in 
einer Curve sechster Ordnung 'P°, durch welche eine Fläche zweiten Grades 
9° geht (Flächen dritter Ordnung. No. 62). Man erkennt wieder leicht, 
dass P und E Pol und Polarebene in Bezug auf PB’ sind, und daraus, dass 
P auch von den übrigen Punkten der C° durch die Schnitte der Verbin- 
dungslinie mit B° oder, was dasselbe ist, durch deren weitere Schnitte mit 
F’ harmonisch getrennt ist und demnach den ersten Polartlächen aller 
Punkte von C° angehört, und, weil die Polartlächen der übrigen Punkte von E 
mit denen der Punkte von ©’ in Büscheln sich befinden, auch auf diesen Polar- 
flächen liegt. Daraus geht hervor, dass die Polarflächen aller Punkte von 
E ein Netz bilden: die acht Grundpunkte desselben heissen die Pole der Ebene 
E, diese ihre gemeinsame Polarebene in bezug auf F'. Mass alle Polar- 
flächen überhaupt ein Gebüsche (lineares System dritter Stufe) bilden, 
tolgt hieraus. 

20. Wenn Q auf der ersten Polarfläche von P liegt, so liegt auch 
P in der Polarebene von Q; denn unter den Polarflächen der Punkte zweier 
beliebigen Geraden g, g’ giebt es je eine, welche durch Q geht, also ist 
0 Pol der Ebene, welche P mit den betreffenden Punkten von g, g 
verbindet. 

Wenn AR ein beliebiger Punkt der Polarebene des Punktes P nach 
seiner eigenen Polarfläche P’ ist, so liegt P in der Polarebene von R nach 
P', also auch in der damit identischen Polarebene von P nach AR’; d.h. P 
liegt auf AR’, folglich R auf der Polarebene von P in Bezug auf F’. Also 
Jeder Punkt, welcher in der Polarebene von P nach seiner eigenen ersten 
Polarfläche liegt, befindet sich auch auf der Polarebene von P nach F’*). 
Mithin sind beide Ebenen identisch; die neu gewonnene Definition der Polar- 


*) Ohne wesentliche Modification nach Milinowski. 
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ebene eines Punktes P bezüglich F', nämlich als Polarebene von P nacıı 
seiner eigenen ersten Polarfläche (deshalb reine Polarebene von P nach F'\, 
ist die geeignetere, wenn P gegeben ist, und zeigt zugleich, dass es für 
jeden Punkt nur eine (reine) Polarebene giebt, sowie dass die eines Punktes 
von F’ die Berührungsebene ist. 

Sie zeigt ferner die Construction des harmonischen Mittelpunktes 
ersten Grades von P in Bezug auf ABC als vierten harmonischen Punkies 
von P bezüglich der beiden harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades, und 
dass der Satz am Ende von No. 15 auch für die Polarebenen eilt; endlich. 
dass die Polarebene eines Knotenpunktes der Fläche F’ in Bezug auf sie 
unbestimmt ist (No. 14). 

21. Wie aber ein Punkt P eindeutig seine Polarebene P' bezüglieh 
F' bestimmt, so ist nun auch der Kegel, welcher deren Schnitt C’ aus P 
projieirt, sodann dessen fernere Schnitteurve ®’ und die durch sie gekende 
Fläche zweiten Grades ‘% eindeutig durch P_ bestimmt: wir könnten diese die 
Nebenpolarfläche von P nennen. Aus No. 19 geht hervor, dass P und P 
auch in Bezug auf ®° Pol und Polarebene sind. Also haben P’ und , 
die Laupt- und die Nebenpolarfläche von P, beide den Pol P und seine 
Polarebene in Bezug auf F' zu Pol und Polarebene. 

22. Herr Reye bespricht in seiner Geometrie der Lage Abth. II 1. Aufl. 
>. 184, 2. Aufl. 5. 202 die Fläche dritter Ordnung P’ der Punkte, welche auf den 
Strahlen durch P diesen Punkt von je zweien der Schnitte mit F’ harmonisch 
rennen, und zeigt, dass sie durch die Berührungseurve des von P an F 
velegten Tangentialkegels geht und von diesem Kegel ebenfalls berührt 
wird. Aus No. 19 folgt, dass der Schnitt der Polarebene P' von P mit F 
auf dieser Fläche liegt. 

Liegt P auf F” selbst, so zerfällt P’ im die Polar- oder Berührungs- 
ebene P' von P und die Polarfläche P'. 

25. Es ist für unsere Entstehungsweise der Polaren noch nachzuweisen. 
lass die Schnitteurce P’ von P’ mit F’ die Berührungscurve des Tangentialkegels 
aus P ist. Ist Q ein Punkt der Schnitteurve und damit auf P’ gelegen, so 
muss seine Polarebene, d.i. weil er auf F’ liegt, seine Berührungsebene 
durch P gehen: also gehen die Berührungsebenen sämmtlicher Punkte von 
P’ durch P. Umgekehrt, wenn Q der Berührungspunkt einer durch P 
xehenden Berührungsebene ist, diese also seine Polarebene, so muss aueh 
) auf P’ liegen. 
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Also geht P’ durch den Schnitt der Polarfläche und der Polarebene 
von P mit F°. 

24. Es sei W einer der sechs gemeinsamen Punkte der Flächen F’, 
P, P'; weil W auf F’ und P° liegt, so tangirt PW die F’ in W, und, weil 
er auf P’ und P' sich befindet, auch P’ in W. Nun ist aber W als Punkt 
ler Sehnitteurve der P' mit F’ harmonisch zu den beiden anderen Sehnitten 


von PW mit F’; von diesen hat sich einer mit W vereinigt, also auch der 
andere; PW oseulirt F’ in W. 

Die eben. erwähnten beiden anderen Schnitte gehören aber der Neben- 
polarfläche °P’ von P an; also tangirt PW auch diese in W. 


Mithin haben die beiden Flächen P’ und B — für welche schon 
P und P' gemeinsam Pol und Polarebene sind — sechs Tangenten aus 


P gemein, also sind ihre Tangentialkegel aus P identisch. Die Haupt- und 
die Nebenpolarfläche P' und ‘9 von P in Bezug auf F’ tangiren sich länys 
eines in der Polarebene P' von P gelegenen Kegelschnitts. 

Aber auch die „harmonische“ Fläche P’ wird in jedem W von PW 
dreipunktig berührt; demnach ist P" auch Polarebene von P in Bezug auf 
P‘'. Die beiden Curven sechster Ordnung, in denen F® und P’ von ihrem 


gemeinsamen Tangentialkegel aus P berührt werden, gehen beide durch 
die sechs Punkte W und tangiren dort die sechs Cuspidalkanten dieses 


Kegels. 

Es osculiren die sechs Geraden PW die Flächen F’ und P’ und 
mithin alle Flächen des durch diese constituirten Büschels in den W. Die- 
jenige also, welche durch P geht, enthält die Geraden ganz und deshalb ist 
P tür sie ein Knotenpunkt und die PW sind die sechs durch ihn gehenden 
binären Geraden. Dies stimmt auch damit überein, dass P für F’ und P° 
und für alle Flächen des Büschels dieselbe Polarebene P' hat, abgesehen 
von der eben erwähnten Fläche, für welche die Polarebene von P unbe- 
stimmt ist. 

25. Der Tangentialkegel aus P an F’ schneidet F’ noch in einer 
weiteren Curve sechster Ordnung P,, welche ebenfalls dureh die seens Punkte 
W geht und dort die sechs Cuspidalkanten des Kegels tangirt, wie jede 
durch eine solche Kante gelegte Ebene beweist *). Die übrigen Kanten 


*) Dieses Journal Bd. 72, S. 359. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 
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des Kegels trifft sie, ebenso wie P”, einmal. Der Rang dieser Curve P 
ist, wie der von P’, in Folge dessen achtzehn; bei einer durch P gehenden 
(reraden g ersieht man auch direet, dass sie von sechs Tangenten der P 
in P getroffen wird, ausserdem noch von zwölf anderen, die in den durch 
g gehenden Berührungsebenen des Kegels und der Fläche F’ sich befinden. 
Daraus lässt sich vermuthen, dass P} auf einer Fläche zweiten Grades 
liegt; die folgende Betrachtung wird dies bestätigen. 

Jede der 27 Geraden der F° trifft P° in zwei Punkten, berührt in 
denselben den Tiangentialkegel und begegnet ihm demnach noch zweimal 
auf P}. >ei ferner p eine Gerade einer der beiden Schaaren auf P’; die- 
selbe trifft P° in drei Punkten und die Kanten des Kegels nach denselben 
schneiden F* noch in drei Punkten von P\. Diese müssen als Tangential- 
punkte jener nach einem bekannten Satze der ebenen Curven dritter Orl- 
nung gleichfalls auf einer Geraden p, liegen. Durchläuft p ihre Schaar. 
so erzeugt p, eine Fläche, und jede Erzeugende trifft Pj dreimal. Durch 
jeden Punkt von P’ geht nur eine p, also auch durch jeden Punkt von P; 
nur eine p,, demnach ist PY einfacher Schnitt von F’ mit der Fläche der p».. 
Ein weiterer Schnitt ist nieht möglich, denn durch jeden Punkt desselben 
singe eine der F’ viermal begegnende, also auf ihr befindliche Gerade p.: 
aber die Geraden von F° treffen P} nur zweimal. Folglich erzeugen die 
Geraden p, eine Fläche zweiten Grades P,, die durch P/ geht: die Satellit- 
fläche von P. 

Die andere Schaar von P’ führt zur anderen Schaar von P}. De 
Tangentialkegel aus P an P’ ist demnach zugleich der P} umgeschrieben. 
Beide Flächen sind in Bezug auf die Realität ihrer Geraden von gleicher 
Art. Den beiden Geraden von P’, die sich in einem der sechs Punkte 
Y’ schneiden, entsprechen solche auf P}, welche dies ebenfalls thun. 


Die zugehörige Ebene — eine die P’ auf P', der Polarebene von P 
nach P’, tangirende Ebene, die also durch P geht — berührt demnach 


auch P} in W. Mithin haben beide Flächen P’ und P} auch denselben 
Berührungskegelschnitt für ihren gemeinsamen Tangentialkegel aus /, den- 
selben in P' gelegenen, längs dessen sich schon P’ mit %° berührt 
Dies kann auch daraus geschlossen werden, dass die sechs Geraden 
PW in W die Curve P} und also auch P/ tangiren. Folglich berühren 
sich die drei eindeutig durch P bestimmten Flächen zweiten Grades, die Haupt-, 
die Nebenpolarfläche und die Satellitfliäche von P, längs eines in der Polar- 
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ebene P von P gelegenen Kegelschnitts, und P und P' sind für alle drei Pol 


und Polarebene *\. 

Es ist nicht schwer einzusehen, dass auch die (erste) Polartläche 
von P in Bezug auf die harmonische Fläche P’ ebenfalls jene Berührung 
eingeht. 

26. Es sei V ein Punkt, dessen erste Polarfläche ein Kegel zweiten 
Grades mit der Spitze V, ist; der Beweis des Satzes, dass dann auch V, zur 
ersten Polarfläche einen Wegel mit der Spitze V hat, also «des Fundamental- 
satzes der T’heorie der Kerntläche. lässt sich nach Herrn Milinowskis \Vor- 
cang viel einfacher geben, als es in No. 42 der „Flächen dritter Ordnung“ 
veschehen ist. Wenn g eine beliebige durch V gelegte Gerade ist, so ist 
Y der Scheitel eines der vier Kegel im Büschel der Polarflächen deı 
Punkte von g und hat also in Bezug auf alle diese Flächen die nämliche 
Polarebene; folglich haben auch alle Punkte von g dieselbe Polarebene in 
Bezug auf V7, die Polarfläche von V,: mithin ist V} ein Kegel zweiten Grades, 
dessen Scheitel auf g liegt. also da diese Gerade nur der Bedingung, dureh 
zu gehen, unterworfen ist, V selbst ist. 
veeeben. 


C) c) 


hängt damit zusammen, dass ich den Begriff der gemischten Polarebene 


« 


Dass ich diesen einfachen Beweis in meinem Buche nieht 


zweier Punkte, obgleich mir ihn die Introduzione von Cremona doch hätte 
nahe lesen können, gar nieht benutzt habe, vermuthlich. weil Steiner in 
seinem Aufsatze über die eubischen Flächen **), der meinen Untersuchungen 
zu Grunde gelegt war, von gemischten Polarebenen ebenfalls nicht spricht. 

27. Es ist davon auch die Auseinandersetzung in No. 33. 34 meines 
Buches, nieht aber das Resultat derselben beeinflusst. Ich übertrug dort 
den bekannten Satz, dass die reciproken Polaren einer Geraden g in Bezug 


auf die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung die eine Schaar, die eon- 


jJugirten Polaren der Punkte von g in Bezug auf den Büschel die andere 


Schaar eines Hyperboloids bilden, auf den Fall, dass der Flächenbüschel 
der der ersten Polarflächen der Punkte von g in Bezug auf F’ ist, und 


leitete, nachdem vorher gezeigt, dass die Polarebenen der Punkte einer 


*) Man vergl. Herrn Cremonas Introduzione, No. 138, wo für eine ebene Uurve 
dritter Ordnung mit Hülfe metrischer Relationen der Satellitkegelschnitt eines Punktes 
und seine Berührung mit dem Polarkegelschnitt desselben auf der geraden Polare des 
Punktes nachgewiesen ist. 


==) Monatsbericht der Berliner Akademie Jan. 1856 und dieses Journal Bd. 53. 


30 * 
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(Geraden alle durch denselben Punkt gehen, den Kegel, den sie einhüllen. 
als Tangentialkegel jenes Hyperboloids aus diesem Punkte ab. Aber aus 
Herrn Cremonas Schrift über die Flächen dritter Ordnung *) habe ich erst 
ersehen, dass das Hyperboloid in diesem Falle nieht mehr allgemein ist. 
sondern in einen Kegel und zwar den Polarkegel von g selbst entartet. 

Sind nämlich X, Y zwei Punkte von g, X”, Y’ ihre ersten Polar- 
flächen, so liegen die conjugirten Polaren von X, Y bezüglich des Büschels 
resp. in der Polarebene von X nach Y’ und in der von Y nach X, also 
da diese identisch sind, in derselben Ebene. Mithin treffen sich die Geraden 
der einen Schaar, und das Hyperboloid ist ein Kegel. Jede Ebene, die 
zwei Kanten desselben verbindet, welche die conjugirten Polaren von X, Y 
auf g in Bezug auf den Büschel sind, ist die gemischte Polarebene von 
X, Y und wird, wenn Y sich mit X vereinigt, reine Polarebene von X und 
Trangentialebene des Kegels längs der eonjugirten Polare von A, also dieser 
Kegel in der That Enveloppe der reinen Polarebenen der Punkte von g. 
Die reeiproke Polare von g bezüglich X’ muss ebenfalls in der reinen Polar- 
ebene von X, sowie auch auf dem Kegel (als ausgeartetem Hyperboloide) 
sich befinden, also ist sie ebenfalls die Berührungskante jener. Mithin ist 
jede Kante des Kegels zugleich eonjugirte Polare eines Punktes A auf yg 
in Bezug auf den Büschel der Polarflächen sämmtlicher Punkte von g, als 
auch reeiproke Polare von g bezüglich der Polarfläche A’ von X, und die 
längs ihr den Kegel tangirende Ebene ist die reine Polarebene von X. 

Ist x eine bewegliche, a eine feste Kante des Kegels, so ist ar 
gemischte Polarebene von A, X, also Polarebene von X nach A‘, folglich 
die Punktreihe X mit dem Ebenenbüschel ar, demnach auch mit der Reihe 
der Kanten x und dem Büschel der in ihnen berührenden Polarebenen von 
x projeetiv **). 

V. 

28. Im fünften Kapitel der „Flächen dritter Ordnung“ habe ich die 
Curven betrachtet, die sich beim Schnitte zweier Flächen dritter Ordnung 
oder einer von der dritten mit einer von der zweiten Ordnung ergeben. 

*) Dieses Journal Bd. 68. 


=#) Ich benutze die Gelegenheit noch zu einer anderen Rectification. In No. 9 
meines Buchs habe ich den Fall von vier reellen Kegeln in einem (reellen) Flächen- 
büschel zweiter Ordnung mit imaginärer Grundeurve für möglich gehalten; dies stellt 
sich nach Herrn Cremonas eingehenderer Untersuchung in seiner Schrift No. 169 als 
nicht richtig heraus: es existirt da nur der Fall zweier reeller Kegel und zweier imaginärer. 
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Es waren dies im Ganzen siebzehn Curven. nämlieh. ausser der 


Geraden R,, dem Kegelschnitte R}, der ebenen und der doppelt gekrümmten 
eubischen Curve Ri, R;, die beiden bekannten Raumeurven vierter Ord- 
nung A}, Ri: die erstere der totale Schnitt zweier F? oder der partielle 
einer F’ mit einer F’ neben einem Kegelschnitte, die andere der partielle 
Sehnitt von F’ und F? neben zwei windschiefen Geraden; ferner drei Raum- 
eurven fünfter Ordnung AR), AR, A}, deren Ergänzungen zum vollen 
Schnitte zweier F? bez. Ri, R}, R, mit einer sie nicht treffenden Geraden 
sind; sodann vier Raumeurven sechster Ordnung Rı. Ri. Ri. RV,. welehe 
je mit R}, R;, einem Kegelschnitte und einer ihn nieht treffenden Geraden, 
mit drei windschiefen Geraden einen vollen Schnitt bilden: zwei Raum- 
eurven siebenter Ordnung Ri, R/,, welche bez. durch einen Kegelschnitt. 
zwei windschiefe Geraden ergänzt werden: die durch eine Gerade ergänzte 
Raumeurve achter Ordnung AR}, und endlich der volle Sehnitt neunter Ord 
nung AR}, selber. AÜ; bildet den vollen Sehnitt (FÜF’) und R), wird zu 
ihm durch eine Gerade ergänzt. 

Der untere Index bezeichnet den Rang der Curve, wofern sie keine 
vielfachen Punkte hat. 

In No. 73 a.a. 0. ist für jede dieser Curven die Zahl f, der Be- 
dingungen angegeben, denen eine eubische Fläche unterworfen wird, wenn 
sie durch die betreffende Curve hindurehgehen soll. Demnach ist x 
die Zahl oder 19—f, der Grad der Mächtigkeit der eubischen Flächen 
dureh die Curve. Für diejenigen der Curven, welche auf einer Ebene oder 
Fläche zweiten Grades liegen können, ist fi. f; bekannt. 

29. Es sei R eine auf einer Fläche F'’ p!® Ordnung mögliche Curve, 
t, der Grad der Mächtigkeit, in der sie sich auf F’ befindet, f, die Zahl 
der Bedingungen, die man F'’ auferlegt, wenn sie durch R gehen soll: N 
(gewöhnlich N(p)) die Zahl der Bedingungen, die man überhaupt F' auferlegen 
kann: endlich u der Grad der Mächtigkeit der Curve R im Raume; so ist 

(1.) u=N+,—(N—-f)=bH+ß; 
so dass £,+f, für alle Flächen, auf denen überhaupt AR liegen kann, den- 
selben Werth hat. 

Ist g, die Zahl der Bedingungen, die man A auferlegt, damit sie 
auf F? liege, so ergiebt sich, da man einer auf F’ liegenden R noch { 
Bedingungen auferlegen kann: 

1) g=u-=f, 
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Die Zahl der Bedingungen, die man einer F’ auferlegt, damit sie durch 
eine gegebene (auf ihr mögliche) R gehe, ist mit der der Bedingungen, welche 
man einer R auferlegt, damit sie auf einer gegebenen F’ liege, identisch. 
An einigen bekannten einfachen Beispielen lässt sich dies leicht bestätigen. 

Zwei Curven R', R" bilden zusammen den vollen Schnitt (F’ F’): der 


! 


ersteren mögen f,, fi 4; 1, w, der anderen f}, f}, &, &, «' zugehören. 
Der Grad der Mächtigkeit der Flächen F? durch (R’R”) sei e,: ist g<<p. 
so ist 0, =0(x’=1); ist g=p, so ist e,=1. Auf einer F’ liegen x’ 


I) . N, Ta n los Y . en . 
Curven R’, durch jede gehen x? 'ı Flächen F°, von denen je &©° die- 


ee | ae 
selbe Curve AR” in F’ einschneiden; wir erhalten also aus jeder AR’ x" = 


Curven R’; umgekehrt jede R” führt zu „NT =% Curven R', bei denen 
sie sich also auch ergiebt. Demnach ist der Grad der Mächtigkeit f, der 
R" auf F’ nur -+(N,—f,—v,)—-(N,—f, —e,) oder 

Il) f-5 = fh 


Hieraus folgt durch Vertauschung von F’ und F’ oder, da vermöge (].) | R 
,+b,=f,+t,=W und +4, =f,+t, =u”, die (natürlich für g=p mit or 
(III) identische) 

UP) u = bÄl; 3 
weiter aber auch, dass alle vier in (IL) und (I1I”.) vorkommenden Dif- At 
ferenzen gleich sind. fi 

Besteht eine Curve R aus mehreren sich nicht begegnenden Be- e 
standtheilen, so summiren sich die f und i der Bestandtheile zu denen von R. 

30. Wir erhalten für unsere siebzehn Curven vermittelst der For- | R 
meln (I), (III) die kesultate, welche die folgende Tabelle giebt; die unter- ” 
strichenen Zahlen derselben sind als bekannt vorausgesetzt, und dass aueh . 
unter den berechneten einige bekannte sich befinden, dient als Controlle. 2 
Die letzte Colonne enthält wegen einer gleich zu machenden Bemerkung Pr 
das Geschlecht. n 

A A Ne « Geschlecht ß; 
RR 2 53 2 1090 4 0 
mi dh ar DB v | 
R, 3 9 5 12 1 | je 
R; 7 W 5 2 12 0 } 


R> 








Sturm, zur Theorie der Flächen dritter Ordnung. 


ae 1 u Geschlecht 

ki 9 13 Me 0 

R}; 9 14 11 b 20 2 

R}, 15 20 | 

RZ 16 4 20 0 

R): 9 15 15 9 24 4 

R\; 16 Ss 24 3 

R', 17 24 2 

R): 15 6b 24 | 

R; 17 ll 28 > 

R\, 15 10 >28 4 

R’; 18 14 32 1 

R;, 15 1S 36 10. 
Die Werthe von f bei den vollen Sehnitteurven AR). Ru, R,. R% 
R',. R,,; — die hier zum Theil als bekannt vorausgesetzt werden — er- 


seben sich auch aus Herrn Aeyes Autfsatze *): Die algebraischen Flächen. 
ihre Durehdringungseurven ete. No. 9 [nur steht dort dureh Druckfehler 
— N(n—p—g) Statt + N (n—p—g)|: ebenso liefert die Formel in No. 6. 7 
dieses Aufsatzes #, für R). t,. & für R), t,. t, für R}, b für Ri. & und £ 
für R',, t, für R%,*”). Die Werthe von t, für Ri, R}, R),., RS, finden sieh 
auch in Herrn Cremonas Schrift No. 123, 124, 125, 131. 

3l. Für unsere Curven ergiebt sich aus der Tabelle das interessante 
hesultat, dass die Mannigfaltigkeit u einer jeden von ihnen oder die Zahl 
von (einfachen) Bedingungen, denen sie unterworfen werden kann, gleich der 
vierfachen Ordnung ist. Für die Uurven von der Ordnung », deren Ge- 
schlecht — 4r—4 ist, ist dies von den Herren Brill und Nöther "*”) 
eefunden worden; darunter fallen aber von unseren Curven nur die in der 
Tabelle von AR; bis R;,. Die übrigen deuten darauf hin, dass diese Mannig- 
faltiekeit 4a noch allgemeiner gilt. Jedoch von den vollen Sehnitteurven 


=) Math. Ann. Bd. II, S. 475. 
=#) In Salmon-Fiedlers Raumgeom. 2. Aufl. Bd. II, 5. 508 steht die letztere Formel 
jetzt mit correet gefasstem Satze; in der ersten Auflage war der Satz incorreet aus- 
gesprochen, ebenso ist er es in den Nouv. Ann. 1. Serie, Bd. XV, S. 358 und sind 
deshalb auch einige- dort an ihn geknüpfte Folgerungen nicht richtig. 
”##) Math. Ann. Bd. VII, S. 308. 
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zweier Flächen gleicher (pter) Ordnung sind die drei in der Tabelle vor- 
kommenden AR;, R}, R,, die einzigen, für die sie gilt; denn eine solche 


Schnitteurve ist bekanntlich durch 

2 \a(p+l)(p+2)(p+3)—2] = 4p'+3(p—1)(p-2)(p 3) 
Bedingungen bestimmt, weil durch halb so viele Punkte je eine Curve 
seht. Diese Zahl ist aber nur für p=1, 2, 3 gleich 4p“. 

Die Ermittelung einer allgemeinen Formel für die Zahl u für eine 
hinreichend definirte Raumcurve dürfte wohl als eins der wichtigsten noch 
unerledigten Probleme aus der Theorie der algebraischen Raumeurven zu be- 
zeichnen sein. 

32. Ferner gilt für unsere Curven noch Folgendes: Zerfällt eine 
von ihnen, R, in zwei Curven R’, R” mit w Schnittpunkten 2w =r—(r'+r"). 
wenn R, R', R’ den hang r, r', r" haben; ef. Kap. V der Flächen dritter 
Ordnung) und gehören f,, t,, u; f,, Ü 
so ist für alle Zerlegungen, die bei ihnen möglich sind, und für p=1, 2, 3: 


= 644m, 


er Ai " 01 'ırva r 
„a;f,, t,, W den drei Curven zu. 


\ 


woraus folgt: 

u=urtu. 
It ©=0, so ist dies evident und in allen Fällen richtig und wurde schon 
bei der Tabelle benutzt. 

Bei in einer Ebene gelegenen Uurven ist durchweg 

= thh4h+w; 
denn wenn »', »" die Ordnungen von R’, R” sind, so ist 
ı(n+n")\(n+n" +3) = In’ (n’+3)+ 40” (n’+3)+n'n"; 
aber nicht richtig wäre 
fi hi+fh —w, 
denn für alle ebenen Curven höherer als erster Ordnung ist fi = 3. 

Die genauere Untersuchung dieser Frage würde über den Rahmen 
dieses den eubischen Flächen gewidmeten Aufsatzes hinausgehen. 

33. Da für R} & = 12, also A% für eine durch sie zu legende eu- 
bische Fläche die Bedeutung von zwölf Punkten hat, so ist durch sie und 
sieben weitere Punkte P,, P,, ... P; eine solche Fläche bestimmt. In der 
That giebt es, wenn durch AR%3 und bez. P,, ... P, die sieben Flächen 
zweiten Grades F,, F:, ... F gelegt werden und dieser Flächenbüschel 


’ 
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dureh einen ihm projeetiven Ebenenbüschel «&,. &, ... «-. etwa den der 


Polarebenen eines festen Punktes ersetzt wird, nur eine Gerade a von der 
Beschaffenheit, dass a(P,Pa»...P) A «&. u... „AR FR... rF*) 

Für AR, hingegen ist %/= 10, also kann man F’ noch dureh neun 
Punkte legen: P,. ... P«. Wir suchen nun einen Punkt P. dessen Strahlen- 


bindel zu dem Netze der Flächen zweiten Grades dureh R} derartie re- 


eiproK bezogen ist, dass den Strahlen von P nach P,. ... P, Flächen 
durch diese Punkte entsprechen, Jeder dieser Punkte P, bestimmt abeı 
mit A, nur einen dem Netze angehörigen Büschel, den wir also. in Ueber- 
tragung der bei zwei reeiproken Bündeln üblichen Benennung, als einen 
dem Strahle PP, eonjugirten Büschel bezeichnen können. Wird der Bündel 
der Polarebenen eines festen Punktes in Bezug auf das Netz eonstruirt. 
der also zu dem Bündel P ebenfalls reeiprok sein muss, so geben diese neun 
lächenbüschel neun Ebenenbüschel in demselben mit den Axen a....«.. 
Diese Axen sollen demnach zu den neun Strahlen PP, eonjugirt sein, d. h. die 
diesen Strahlen entsprechenden Ebenen sollen dureh sie gehen. Der Bündel 
des gesuchten Punktes ? muss zu einem festen Bündel in einer solehen 
reeiproken Beziehung stehen, dass die nach den neun gerebenen Punkten 
P,. ... P, gehenden Strahlen zu neun „erebenen Strahlen (des festen 
Biündels eonjugirt sind. Dann kann, wie ich in No. 40-—43 meines Auf- 
satzes über eorrelative oder veeiproke Biindel *”) nachgewiesen habe. P 
eine eubische Fläche durehlaufen: eben die erzeugte Fläche selbst, von deı 
ja jeder Punkt der Scheitel des erzeugenden Strahlenbündels sein kann (No.12). 

Anfang Mai 1579. 

34.  Chasles hat sich in drei zusammenhängenden Noten der Uomptes 
rendus ***) mit den auf einer Fläche zweiten Grades gelegenen Raumeurven 
beschäftigt und nachgewiesen, dass die Mächtiekeit der Curven (p-+-q)" 
Ordnung auf der Fläche, welche jeder Geraden der einen Schaar in p, 
jeder der anderen in g Punkten begegnen, also unser &, gleich pg-+p-+gq 
ist; ausser A. RB. R, und R% liegen alle diese Curven nur auf einer F’, also 
ist ihre Mächtigkeit im Raume # gleich pg+p+g+9: diese Zahl ist stets und 
nur dann gleich 4(p+g), wenn eine der beiden Zahlen p, qg gleich 3 ist. 

Vergl. Poudra, Nouv. Ann. 1. Ser. Bd. XVI, S. 163; H. Müller, Math. Ann. 
Bd. I, 8. 415; Sturm, ebenda Bad. VI 8. 529 und Bd. XV, 8. 238. 
*#=) Math. Anır. Bd. XII, S. 254. 


Bd. 53. 8. 985. 1077. 1203. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 3] 
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Es ist demnach für die auf einer F? befindliche Curve neunter Ord- 


nung, welche den einen Geraden dreimal, den anderen sechsmal begegnei 





ebenso # = 36, wie für die Schnitteurve zweier eubischen Flächen. Aue) 
die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte ist für beide Curven dieselbe; si: 
stimmen deshalb auch in den übrigen Singularitäten überein, sind trotzdem 
aber wesentlich verschiedene Curven *). 

39.  Vermittelst der sogenannten schiefen Projection von Steiner * 
velangt man zu einer eindeutigen Abbildung der Fläche dritter Ordnun 
F’ auf eine Ebene, welche für die vorliegende Frage etwas geeieneteı 
sein scheint, als die von Clebsch, Cremona und Reye***). 

Wenn g, gı irgend zwei gegen einander windschiefe Geraden der 
sind, so wird jeder Punkt der Fläche vermittelst des von ihm ausgehende: 
und g, g, {reffenden Strahles abgebildet. 


Trifft die Curve CE" m!” Ordnung q in s, q, in s, Punkten 


J i 9 


| hingeg: 
die fünf Geraden I, ... 4 von F’, welche zugleich q, g, schneiden, bez 

er » .. I72°1 1 | a‘ 1 4 
I +++ 05 Punkten; so ıst ıhr Bild von deı Vrüinıuna m—(s-—S, und hat i 


’ “ıı 2722 ’ ° ER 17°] g . B ni fee . ‚\ . ] 
den Sehnitten von 9, 91, 4. ... 4, mit der Bildebene Punkte, für welche d 


(\ 2 Krane „un 2, 250 . TNnrch iadaen Pnı 
Grat der Vıi1eliacnne VERA M—S, M—S, (in +++ (5 18St. I’UTeH den Pun 
4 « 
1 ı nö > . ) 5 ) i 
on Wwerüech Y CH ehnitte on F weiche dureh 9, 9, erg 
a BZ ORPRREER EEG UEOUG: SORGEN WER - u UN or il u a 02 
Werüen emanuel ZUFCOTUNEL, UM WBENEN 50 ZUFCOFUNEGTEN INCZCISCHNI 
ie 1 ' Ion Kryan wa - are. T i Br > u 2 5 
bereonen sieh In den KEirzeugenden eineı NEPLINACHE, AUS WEeicher Ule D 
GUVVE POCSENNITETEN WiIft. 
36. Aus dem Sehnitte von F? mit dieser Fläche oder der Curve ı 
Kae + ainar dar haidan anhiaol Damaliizai alp] F " lar heil 
aueh mi EeiNnel Kerl Deittel CUDISENEN KEeLleiNaeceneNn,. Weiene dle eine dert Deldı 
{ la G r ] nal a lin Ilara 7 ’ nfa h Ai ) tor 11j’6) loı | 
VGeraten 9, 9, ZU uoppeiten, ule anucele Zur Eeiliachen Leligeraden, (I 
“. 1 er z a Bi ö . e. : 1 2, Ri ä "- * . A 1 2 f un \ “ . 4 _. 1 
fünf /; zu Erzeugenden haben 7) und, weil im Allgemeinen eine Gerad 


die zum Schnitt zweier Flächen dritter Ordnung gehört, von dem übrige: 


Dee) 


Ich wiederhole damit die von Herrn Halphen gemachte Bemerkung: Bull 
Soe. Math. Fr. Bd. 2, 5.69 (wo eine heihe von Eigenschaften der Raumeurven g: 
geben sind, die nur von der Ordnung und der Zahl der scheinbaren Doppelpunkt 
abhängen). 
=") System. Entw. 5. 251; man vergl. auch Em. Weyrs Geom. der ceub. Regel 
flächen (Leipzig 1870), S. 139. 
Dieses Journal Bd. 65, 8.359, Bd. 68, S. S2; Geometrie der Lage 11. Th. 
2]. Vortrag. Später freilich Math. Ann. Bd. V, 8. 419 hat sıch Clebsch auch mit 
der obigen Abbildung beschäftigt. 
) Cremona, Sulle superficie gobbe del terz’ ordine No. 7. (Atti del R. Istituto 
lLombardo vol. II, 1861) und Weyrs eben gen. Schrift No. 13. 
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Sehnitte nur viermal getroffen wird, die F’ längs der einfachen Leiteeraden 
herühren — erhält man zunächst: 


Im 2(s+s,)+2g; 


o dass 2(s+s,)+%g; sich nieht ändert, wenn g, gq, mit anderen wind- 


:chiefen Geraden auf F’ vertauscht werden. 


Sodann aber ist die Mächtigkeit der Curven m’! Ordnung, welehe sich 


7 DICH 
. . re . r . j / f g. , q 4 
gegen g, 9, und die |, in der geschilderten Weise verhalten, oder, ie Zahl 
(zeraden auf F’, also aueh der Uombinationen von ie zwei wi | N 
in endliche IST, JEIEH irgend zwei windschtefe (Geraden der Fläch: ( 
sie schneidenden, auf F 
l, m—s\(m—S 2m 5-78 2 =q / | 
hieraus für die oben behandelten Curven bereehneten #,. di 
. 1 be ne . $ | ec ] { 
an verschiedenartig ScVvel dle IELICHCHUC UVE el NG 
NIETLCH Kr utlcıl Il ‚sitll u kKalıl. ill 11 ach lliı i az (G1l K i i 
. . a nn BE a 
S{IIMMEN MIT GEN GOTT LCLCHENEN UDEerTem. 
'» Iwi \ N } ] P 
34. Das Geschlecht der ohne vielfache Punkte vorausgesetzten 
Y » . P . j ‘ ] J j 
Curve, die das genannte Verhalten Gegen 4, 4 und die {| nat, «st: 
p m—m(s+s,)+ss, +5s+-s, —Zm+1l— 12a 
die Zahl der begegnungspunkte zweier Curven, welche dureh 7 
y ! ' . 17) i : 4 g* ' 2 ' 
CZ. mM, S, Sı, Gıs ++. GG Mm bezug au dieselben Geraden q u ena 
rakterisirt sind, ist: i 
.) ! R i ! i y x 
ZMMmM — M\S S,) -M\SrS $$, 7$,$ —(;4. 
.. mi. i ae : a ie un 
IN. IieCitnN Schubert verdanke ich hinsiehtlich dit ıIAammlo Ta) jokı | 
v— Pr » ee .1* n I nn 1} 77 ] > iıtr h ‚| 1’ ii‘ } T j' f* | } 
oueT. UN Seime EerMMNOLOTK ZU IENUTZEN. UeT X onstantenzahl HN VE- 


wisser haumeurven folgende Bemerkung, die ieh nicht verfehle, hier noch 
hinzuzufügen: 

Lässt sich eine Raumeurve »t* Ordnung mit der Constantenzahl e dureh 
aufeinanderfoleende Degenerationen, von denen jede folgende einen und nur 
einen Doppelpunkt mehr hat, als die vorhergehende, in ein System von » Ge- 
Yaden mit s Schnittpunkten überführen, wie z. B. die Raumeurve vierter Ordnung 
erster Species dureh die einen Doppelpunkt besitzende noch nieht zerfallende 
kaumeurve, durch.das System zweier sich zweimal treffender Kegelsehnitte 
(oder das System einer eubischen Raumeurve und einer Sehne derselben), 


31* 
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(las System eines Kegelschnitts und eines ihn zweimal schneidenden Ge- 


radenpaars in das windschiefe Vierseit: so ist die Constantenzahl dieser 
letzten Degeneration e—s. Andererseits aber ist dieselbe gleich 4a —s, 


wie man erkennt, wenn man die Ausartung allmählich aus ihren Geraden 
entstehen lässt: jede weitere Gerade, welche den schon vorhandenen t-mal 
zu begegnen hat, ist dadurch # Bedingungen unterworfen und in der Zahl 
x*" möglich; also das ganze System in der Zahl "=" oder x” mög- 
lich. Daraus folgt aber e = 4n. 


August 18579. 











Ueber linear-abhängige Punktsysteme. 


(Von Herrn J. Rosanes in Breslau. 


61. 

» 

Jine ternäre Form vom Grade » in den homogenen ebenen (001 
dinaten z,2,2;, f(x,2,x,) wird für unendlich viele Werthsysteme der Grössen x 
zu Null. Die Gesammtheit derselben bildet die Curve, die dureh die Gleiehune 
f(z,%2,)=0 dargestellt wird. Nennt man jedes Werthsvstem o(0,0,0; 
welches f(e, @,«,) zu Null macht, einen Nullpunkt von f, so besteht zwischen 
allen Nullpunkten ein Abhängigkeitsverhältniss. Denn da die Form fir, x, 


ON 
NniN— >) 


dureh willkürliche Nullpunkte (bis auf einen von x unabhängigen 


nu 


- 


Faetor) vollkommen bestimmt ist. so ist die Gesammtheit aller Nullpunkte 


f ’ ON 
\ N — a 


eine Folge von = unter Ihnen. 


Indessen ergab sich sehr bald, dass auch eine Anzahl von Nullpunkten, 
welche noch nicht ausreichend ist, eine Form völlige zu bestimmen, weitere 
Nullpunkte zur nothwendigen Folge haben kann. Wird nämlich die Zahl 

A 
ni nr J) 


> 


Fur 


durch N bezeichnet, so gilt der Satz, dass aus N—1 Nullpunkten 


allein »’—N-+1 andere sich folgern lassen. Nennt man daher ein System von 
p Nullpunkten „ein abhängiges“ (in Bezug auf den Grad x), sobald aus p—1 
desselben der pt® mit Nothwendigkeit folgt, so kann man sagen: Zu N—] 
beliebig gelegenen Nullpunkten kann man auf »—N-+1 verschiedene Arten 
einen Nten so hinzubestimmen, dass die so entstehenden N Punkte ein ab 
hängiges System bilden. In dieser Fassung ist die Zahl der Punkte mit 


( s 


(v 
—_— 
h 


N—1 geschlossen, indem schon aus N—2 Nullpunkten kein weiterer 
toleert werden kann, wofern sie nicht in Bezug auf ihre Lage gewissen 
Beschränkungen unterworfen werden. Sieht man jedoch von der Forderung 
einer beliebigen Lage der Grundpunkte ab, so kann in gewissen besonderen 


Fällen schon aus N—2 Punkten ein abhängiges System durch Hinzufügung 
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eines Punktes erlangt werden ®*). Die hierin ausgesprochene Forderung geh 
nämlich dahin, die Coordinaten des letzten Punktes x so zu bestimmen. dass 
alle Determinanten vom Grade N—1 einer Matrix (N+1, N—1) verschwinden. 
was auf drei unabhängige Bedingungsgleichungen hinauskommt. Sieht man 
also die Coordinaten z,%,r, allein als die unbestimmten Grössen an. so is! 
es nieht möglich, dureh passende Disposition die Matrix verschwinden zı 
machen. 

Ks ist evident, dass bei quaternären Formen ebenfalls abhängis: 
Systeme von Nullpunkten existiren und zwar in grösserer Mannigfaltiekei 
Denn bezeichnet jetzt N die Zahl der Nullpunkte, welche eine Form 
f(x,20;2,x,) bestimmen, so lassen sich nicht bloss N’ und N’—1 Punkte unte: 
allen Umständen durch einen weiteren Punkt zu einem abhängigen Systen 
ergänzen (wie bei ternären Formen), sondern dies bleibt auch noch fü 
N—2 möglich, da hier dureh die Coordinaten des abhängigen Punktes drei 
unabhängige Gleichungen erfüllt werden können. 

Das Auftreten von algebraischen Formen in der Geometrie, welche 
zwei Systeme von Varlabeln enthalten, legt die Frage nahe, wie es sieh 
alsdann mit derartigen abhängigen Systemen verhalten mag. Die grösser 
Anzahl der in der Form auftretenden Variabeln lässt von vorn herei 
erwarten, dass die abhängigen Systeme, weniger eng begrenzt, eine grösser: 
Mannigfaltiekeit von algebraischen und geometrischen Relationen ergeheı 
werden. Der erste Fall eines abhängigen Systems in Bezug auf Formen von 
zwei Systemen von Variabeln trat in der "Theorie der Curven zweiter Ordnung 
aut. Hesse entdeckte nämlich den für dieselbe fundamentalen Satz **), dass aus 
zwei conjugirten Punktepaaren eines Kegelschnitts stets ein drittes zu folgern 


sei und gab zugleich die einfache Construction desselben an. Bezeichne 


’ i 23 
f(zz2) = 30,20% = 0, r 423 J, d,; @;. 
Z,t G Par Pe | 


die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung, und setzt man 


= a,2,9, = fit, Y), 
Ah 
so heisst ein Punktepaar (z’y') immer dann ein eonjugirtes von frz) =(. 
wenn es die Gleichung f(x’, y') = 0 befriedigt. Nennt man daher ein 
*) Vgl. „Ueber ein Prineip der Zuordnung algebraischer Formen,“ dieses Journal 
Bd. 76, pag. 320. 


*#®) Dieses Journal Bd. 20, pag. 301 und auch Bd. 56 pag. 146. Vgl. auch meine 


Note in Schlömilchs Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. XVII pag. 174. 
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c,0, ein und nennt resp. 

u tem =ule)=V, vYyıtP9.Y. = vo(y) = 
die Gleichungen der Elemente (Punkte) x, y, so ist es evident, dass die 
Identität (2.) erfüllt bleibt, sobald in ihr die willkürlichen Grössen «a,, durel 
die Produete a,.o, ersetzt werden. Dadurch geht aber f(x, y) in u(z).e(y 
über, und es entsteht aus (2.) die mit ihr gleichgeltende Gleichung 


3.) Aula). ely)taule).ey)+rular).o(y)+zulet).o(y) — 0, 


welche in Bezug auf «, e identisch richtig ist. Da nun ein abhängiges 
System von vier Punktepaaren immer aus zwei Gruppen 2... y'...y 
von gleichem Doppelverhältniss besteht, so gilt der bekannte Satz: 

„Zweimal vier Elemente (Punkte von Geraden ete.) haben „leiches 
Doppelverhältniss, wenn zwischen den Produeten der ihnen entsprechenden 
linearen Formen (in verschiedenen Variabeln a, © geschrieben) eine lineare 
Identität besteht.“ 

Es ist leicht an dieser Stelle auch die Frage zu erledigen, ob odeı 
in welchen Fällen abhängige Systeme von weniger als vier Gliedern be- 
stehen. Sollen nämlich z'y', &’y, z’y' ein abhängiges Svstem von drei 
(rliedern bilden, so müssen sie eine Identität von der Form 

(3)  Aula).oe(y)+aule).o(y)+rule’).o(y’) = 0 
erfüllen. Da man den Fall, wo sowohl z’z’x’, als auch y'y y’ in je einen 
Punkt zusammenfallen, unbeachtet lassen kann, so darf angenommen werden. 


> 


dass y, y’ verschieden sind. Setzt man in (3.) 3, —a, an Stelle von 


4%, So ergiebt sich, wenn ia; —.ır? x = (r*, x*) gesetzt wird: 
3.) (a, 2°). o(y)+r, (0, 2°).o(y) = 0, 
und hieraus wieder dureh die Substitution e, = y., = —y; die Gleichung 


z,(2'@)(yy)=a, folglich fallen die Punkte x’, x in einen zusammen. 
Unter dieser Voraussetzung zeigt aber (3"), dass auch z’ und =° identisch 
sind, d. h.: 

‚Drei Nullpaare bilden nur dann (aber auch immer dann) ein ab- 
hängiges System, wenn die drei Punkte in einem der Gebilde zusammenfallen.“ 

Beschränkt man sich auf die Betrachtung symmetrischer bilineareı 
lormen 

f(zy) = Maut Yyıt a2 (CıYya+ X Yı) + anToYa, 


so wollen wir die Nullpaare als solche eines „involutorischen“ Systems 
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bezeichnen. In involutorischen Systemen giebt es zu zwei Nullpaaren 


x'y', zy stets abhängige dritte =’y’; die Coordinaten solcher drei Paare 
haben die Gleichung zu erfüllen 
(4) Aule)uly)+rula)uly’)+rula)u(y‘) ). 


Man sagt kurz: Es sind drei Paare einer Involution. 


. ip) 
8.0. 


Es seien jetzt zwei ternäre Gebiete mit den Variabeln 2&,0,2,. 99:9; 
vegeben. Auch hier ist die geometrische Auffassung der Elemente eines 
jeden der beiden Gebiete als Punkte von zwei Ebenen die nächstlierende. 
Wenn wir aber auch in der Regel von Punkten x, y sprechen werden, so 
bleibt es stets vorbehalten, die Elemente des einen oder anderen Gebietes als 
(seraden von Ebenen, als Ebenen durch einen festen Punkt oder auch als 
Strahlen eines Bündels (durch einen festen Punkt) anzusehen. Sobald es 
nicht ausdrücklich anders „esagt wird, sind im Folgenden alle Formen 
als ternäre gemeint. 

Bezeichnet 

a . a1, 


) 

(+ f : > [ ” 
8.) fla,y) = 3u,:.-2..4 6%, 

L, u „Mm 


f. 


Pr =. 
.-- -.- 


/ 


eine allgemeine bilineare Form in den Grössen z, y, so soll irgend ein 
System von sechs Zahlen &,232;, yıyay,, durch welche fiz,y)=0 wird, 
als Punkte x, y’ der beiden vorliegenden Gebiete aufgefasst, ein „Null- 
paar“ der Form f(x, y) heissen. Als besondere Formen heben wir hervor: 

1) fix, y) heisst eine „symmetrische“ Form, sobald a, =a,,, d.h. 
f(x, y) = f(y, x) ist. 

2) f(x, y) heisst eine „alternirende“ Form, sobald a,+a,=0, d.h. 
f(z,y)+f(y, ce) = ist. 

3) f(x, y) heisst eine „specielle* Form, wenn f(z,y)=p(x).g(y) in 
zwei Factoren zerfällt, von denen der eine p(z) = px, +p2,+p,r, nur die 
Variabeln x, der andere g(y) = 1 yı +9: +4;y; nur die Variabeln y enthält. 
Wir sagen dann auch, f(x,y) besteht aus dem Geradenpaar p, q, deren 
Coordinaten in den beiden Ebenen (der x, y) resp. P,PPs» gg; Sind. 

Gleichzeitig mit Formen in den Grössen x, y wollen wir bilineare 
Formen in den Variabeln x, %;,, ©, v,e, auffassen, welche zu den x, y in der 
Beziehung eontragredienter Grössen stehen. Wir werden kurz im Anschluss 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft >. 32 
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an die für x, y angenommene Ausdrucksweise, #, ve als Geradeneoordinaten 

resp. in den Ebenen der Punkte x, y ansehen. Für eine solche Form 
(6) gYlu,e)= ZUU,.0, . u i 2 

werden wir in dem Falle, wo sie in das Produet der einfachen Linecar- 

formen a().au(o) zerfällt, sagen: die Form % besteht aus dem Punktepaar, 

dessen Coordinaten resp. 77,771, 0,90; Sind. 

Besteht zwischen den Coefficienten zweier Formen f(z,y). gu, r 
die Gleichung 

(7.) za. =, 
so nennen wir dieselben „einander eonjugirt“. 

Diese Bezeichnung schliesst sich an eine ähnliche Beziehung zwischen 
Formen an, welche nur ein System von Variabeln enthalten, wie sie in 
einer früheren Arbeit ausführlicher entwickelt ist”). Da die Gieichune 
(7.) in den Coeffieienten beider Formen homogen und linear ist, so kann 
man ohne Weiteres folgern: 

„Versteht man unter der p-gliedrigen Gruppe (f, f',... f?') die Ge- 
sammtheit aller Formen, welche durch lineare Verbindung von f, f',...f 
entstehen können, so ist jede Form der Gruppe (f, f', ... f? ') jeder Form der 
Gruppe (, p',... 9°") dann und nur dann eonjugirt, wenn jede der p Formen 
f eonjugirt ist jeder der g Formen %. In diesem Falle heissen die beiden 
(Gruppen „einander conjugirt‘“‘.“* 

Ferner gilt der Satz: 

„Alle einer p-gliedrigen Gruppe von Formen f' conjugirten Formen 
p bilden eine (9—p)-gliedrige Gruppe (vorausgesetzt, dass die Formen / 
nicht sämmtlich einer niederen Gruppe angehören).“ 

Für die besonderen Formen (1.), (2.) gilt: 

Die Gesammtheit der symmetrischen Formen bildet eine seclıs- 
sliedrige Gruppe. Die Gesammtheit der alternirenden bildet eine drei- 
gliedrige Gruppe. Durch den Begriff des „Conjugirtseins“ ist jede dieser 


Gruppen durch die andere bestimmi, denn es besteht die Beziehung: 








*) Vgl. in Betreff binärer Formen die Notiz „Ueber die Darstellung binärer 
Formen als Potenzsummen,‘“ dieses Journal, Bd. 75, pag. 172. sowie für Formen von 
beliebig vielen Variabeln die Arbeit „Ueber ein Prineip der Zuordnung algebraischer 
Formen“, Bd. 76, pag. 312. Herr Reye nennt solche Formen „apolar“ oder „einander 
stützend,“ dieses Journal Bd. 78, 79, 82. 
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„Jede symmetrische Form f(z, y) und jede alternirende Form (x, ®) 
sind einander conjugirt. — Die dreigliedrige Gruppe der alternirenden 
Formen (resp. f) ist die eonjugirte der sechsgliedrigen Gruppe der sym- 
metrischen Formen f (resp. p).“ 

Eine besonders wichtige Rolle spielen aber bei den eonjugirten 
Gruppen die speciellen Formen. Ist nämlich % (a, e) = u(n).e(e) eine solche. 
f(x, y) eine beliebige ihr conjugirte Form, so besteht vermöge der Glei- 
chung (7.) die Beziehung 

20,.1,.0, = 0 
°y 
oder f(r,0)=%, d. h.: 

„Ist von zwei conjugirten Formen f, p die letztere eine speeielle, 
so bilden die beiden Punkte, aus denen sie besteht, ein Nullpaar von f“* 
Umgekehrt kann man sagen: „Jedes Nullpaar der Form f bildet (als Form 
y dargestellt) eine speeielle eonjugirte Form,“ und ebenso: 

„Ist f eine specielle Form, so bildet das Geradenpaar, aus dem 
sie besteht, ein Nullpaar von 9, und umgekehrt.“ 

„Sind daher zwei Gruppen (ff ,f’»---). (9,9, Y’,...) einander eon- 
jugirt, so dass jede derselben sämmtliche eonjugirte Formen der andern 
enthält, so besteht die Beziehung: 

„Die speciellen Formen einer Gruppe sind identisch mit den ge- 
meinsamen Nullpaaren (als Formen aufgefasst) der eonjugirten Gruppe.“ 

Da einer ein-, zwei-, drei-, viergliedrigen Gruppe resp. eine acht-. 
sieben-, sechs-, fünfgliedrige als conjugirte gegenübersteht, so genügt es, die 
Nullpaare der ersteren zu kennen, wenn man die speeiellen Formen der 
letzteren bestimmen will. 

A.) Eine einzelne Form f(x, y) besitzt eine dreifache Mannigfaltie- 
keit von Nullpaaren. Alle Punkte y, die einem beliebig gewählten Punkt 
x entsprechen, bilden die Gerade f(z,y)=0. Die durch diese Gleichung 
repräsentirte Beziehung der beiden Ebenen (der x, y) ist unter dem Namen 
der „reeiproken“ genügend bekannt. Daraus folgt: In einer achtgliedrigen 
Gruppe von Formen 9, $', ... p’ (resp. von f,...f‘) giebt es eine dreifache 
Mannigfaltickeit speeieller. Wählt man den einen der beiden Punkte 
(Geraden) beliebig, so ist der zweite auf eine Gerade beschränkt (geht die 
zweite durch einen festen Punkt). 

B.) Zwei Formen 

f(z, y) = =a,; 2.4 fg) = > b,X%,Y; 
39% 
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(und die durch sie bestimmte Gruppe (f, f')) haben eine zweifache Mannig- 
faltigkeit gemeinsamer Nullpaare. Einem beliebig gewählten Punkt x deı 
einen Ebene entspricht der durch die Gleichungen 
fi, Y) oo Ö, f’ (©, y) Ö 
eindeutig bestimmte Punkt y. Diese Beziehung führt den Namen (de 
„quadratischen.“ Es giebt somit in einer siebengliedrigen Gruppe von 
Formen ebenfalls eine zweifache Mannigfaltigkeit von speciellen. Bezeichne: 
man mit z'y', ... xy" acht Nullpaare einer zweigliedrigen Gruppe (f, f'). oder 
acht Punktepaare einer quadratischen Transformation, so gehören dieselben 
einer siebengliedrigen Gruppe an, folglich besteht zwischen den acht ent- 
sprechenden Formen eine lineare Identität, d.h. man kann x. ... z 
bestimmen, dass 
(8)  Azaule)e(y)+.+2zula)o(y) = 0 

identisch stattfindet. 

C.) Sind 


fa, = Zaua,y, Pay) Zbany, Fiay) = Lcan,y 
drei linearunabhängige Formen, so zeigt die Aufstellung der drei Gleichungen 
9) f=0, f!=09, f=0, 
dass es nur noch eine einfache Mannigfaltigkeit der Gruppe (f, f', f') ge- 
meinsamer Nullpaare giebt. Bezeiehnet man die Eliminationsresultate der 
(Frössen y, z aus (9.) resp. durch 


De)—-0, Ay)=(, 


so ist x dann und nur dann Punkt eines gemeinsamen Nullpaares, wenn er 
der Curve dritter Ordnung D=0 angehört, ebenso y, sobald Ay’) = ist. 
Sämmtliche Nullpaare bestehen somit aus je einem Punkte von D=0 un 
4=0, welehe Curven hierdurch eindeutig auf einander bezogen sind. 

In einer sechsgliedrigen Gruppe existirt somit eine einfache Mannig- 
faltigkeit specieller Formen, deren Punkte (Geraden) je einem Ort dritter 
Ordnung (Ulasse) angehören. Irgend sieben Nullpaare von (f,f,f) gu 
nügen einer Identität 

10)  Azaue)eiy)taule)e(y)+ + +zulae)e(y) =. 
Nennt man in Analogie mit der bei binären Formen eingeführten Bezeich- 
nungsweise auch in ternären Gebieten überhaupt ein System von p Punkte- 


paaren (z'y'), (a’y’), ... (@”y”) ein „abhängiges,‘* sobald jede bilineare Form, 
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welche durch p—1 derselben annullirt wird, auch das p'® zum Nullpaar 

hat, oder was dasselbe ist, sobald #,. %, ... z, so (unabhängig von den 

Grössen a, ©) bestimmt werden können, dass die Identität statthat: 
zul). ve(y)+aule’).o(y’)+ + 2,u(ler).v(y®) 0. 

dann kann man sagen: „acht Punktepaare lassen sich durch ein weiteres 

auf dreifach unendlich viele, sieben auf zweifach unendlich viele, sechs auf 

einfach unendlich viele Arten zu einem abhängigen System ergänzen.“ 

Wir haben die ersten drei Fälle nur der Vollständiskeit wesen auf- 
eeführt. Ein grösseres Interesse bietet der Fall 

D.) In einer viergliedrigen Gruppe (f, f',f‘, f') giebt es nur noch 
eine endliche Anzahl von gemeinsamen Nullpaaren. Ordnet man die vier 
Formen nach 9,9, und schreibt 
fa, y) = Uhl) + hl) + HR PN) HR) HH) + RR). 
so ergeben sich die gesuchten Punkte x als die gemeinsamen Sehnittpunkte 
der vier Curven dritter Ordnung, welche hervorgehen, wenn man die vier 
Determinanten der Matrix 

fi(e) fi() fi) fie 

h(2) (a) fi2) fe) 

f; (X) ß (x) f5 (x) f;\ x 
einzeln gleich Null setzt. In ähnlicher Form ergeben sich die entsprechen- 
den Punkte y. Da vier so definirte Curven sechs Punkte gemein haben. 
so silt der 

Satz: „In einer fünfgliedrigen Gruppe von Formen giebt es sechs 
specielle.“ „Die sechs gemeinsamen Nullpaare einer viergliedrigen Gruppe 
bilden ein abhängiges System.“ 

Sind umgekehrt z'y, ... z’y' fünf beliebig gelegene Punktepaare, 
so definiren dieselben eine fünfgliedrige Gruppe von Formen %. Da aber 
eine solehe sechs specielle Formen besitzt, so ergiebt sich der 

Satz: „Zu fünf Punktepaaren w'y', z’y,... xy’ gehört ein abh- 
hängiges sechstes, so dass dieselben eine Identität von der Form 

(11) Aula). oey)+aular).oly) + +,ulet).v(y 0 
erfüllen. Jede bilineare Form, welche fünf Punktepaare zu Nullpaaren 
hat, wird auch durch das abhängige sechste annullirt.“ *) 


*) Vergl. den entsprechenden von Clebsch ohne Beweis ausgesprochenen Satz, 
Mathem. Annalen, Bd. VI. p. 205. 
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Combinirt man sechs unabhängige Punktepaare zu je fünf und be- 


stimmt jedesmal das abhängige sechste, verfährt mit den so entstehenden 
zwölf Paaren ebenso, und fährt so fort, so füllen dieselben je eine Uurve 
dritter Ordnung in ihrer Ebene. Vollzieht man von sieben Punktepaaren 
ausgehend die gleichen Operationen, so bildet die Gesammtheit der Punkte 
x, y die entsprechenden Punkte der dureh jene sieben Paare bestimmten 
quadratischen Transformation der beiden Ebenen. 


$. 4. 
Beschränkt man die in einer Rechnung auftretenden homogenen Ver- 
änderlichen #,2,...a, durch eine lineare Gleichung w,0, +,@-+ +: - Lu,a,—=(. 


so erniedrigt sich dadurch das Gebiet derselben um eine Stufe, da sich eine 
der Grössen 2,...a, gänzlich aus der Rechnung entfernen lässt. Auf solche 
Weise gehen die Gleichungen von Punkten x', x, .... einer Ebene, wenn 
man die Linieneoordinaten «, durch eine Gleichung a(e) =0 bindet, in 
binäre Gleiehungen über (z. B. von #,%). Wir werden sagen: das binäre 
(rebiet ist ,„„durch Beziehung des ternären Gebiets auf den Punkt «“* ent- 
standen. Den Punkten z', x’, ... des ternären Gebiets entsprechen Ele- 
mente des binären Gebiets; wir werden diese kurz bezeichnen ‚‚als die 
Punkte x, ©, ..., bezogen auf a“. Als geometrisches Aequivalent können 
wir ansehen die Projeetionen der Punkte z’x’... von « aus auf eine be- 


liebige Gerade, oder auch die Strahlen ax’, ax, des ebenen Strahl- 
büschels («). 
x, ... Geraden einer Ebene, so bezieht man 


Sind die Elemente r', 


sie auf eine feste Gerade «@ und erhält als binäres Gebiet die Punktreihe 
ex, @x8,... oder ein ihr perspeetivisches Strahlbüschel. In dem Falle, 
wo das ternäre Gebiet aus den Strahlen eines Bündels besteht, wird dasselbe 
auf einen festen Strahl desselben bezogen u. 8. f. 

Ebenso wird, wenn vier Variabeln zu Grunde liegen, dureh w«(@') =. 
a(e)=0 das Element x’, „auf @ bezogen dargestellt,“ in einem ternären Ge- 
biet gelegen, während die Adjungirung zweier Gleichungen «(e)=0, u(/) =V 
ein binäres Gebiet hervorbringt. Durch diese einfache Betrachtung werden 
wir über abhängige Elementenpaare in einem Gebiete dadurch Aufschluss 
erlangen, dass wir ein ebensolches in einem Gebiet niederer Stufe ge- 


legenes ableiten. 
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Wir beginnen mit dem einfachsten Falle. Sechs Punkte «', x’. ... x 


liegen nur dann auf derselben Curve zweiter Ordnung, wenn ihre Coordi 
naten einer gewissen Bedingung senügen. Diese tritt unter verschiedenen 
algebraischen Formen auf, von denen besonders naturgemäss, weil de 
srössten Verallgemeinerung fähig, diejenige erscheint, welche aussagt, dass 
die Coordinaten solcher sechs Punkte einer Identität der Form 
(12.) zu (le) +) + +u le) = 0 
zu genügen haben. Es ist dies bekanntlich der einfache Ausdruck dafür. 
dass z', ... x’ Nullpunkte derselben quadratischen Form sind *%). Eine 
andere Form der Bedingung bildet den Ausgangspunkt für die synthetische 
Behandlung der Kegelschnitte. Die Iteduetion dieser verschiedenen Formen 
auf einander ergiebt sich leicht dureh folgende Betrachtung: Die Polari 
sirung der Gleichung (12.) mit Hülfe neuer Grössen »,v,e, ergiebt die 
Identität 
(13.) zul). e(2) +u(E).e(Er) ++ +ula).o(e) — 0. 


(welehe aussagt, dass x’ xr' 


, er,... xx als ein abhängiges Svstem an- 
zusehen sind). Bezeichnet man nun mit «(=') = 0 die Gleichung des Punktes 
x, „bezogen auf x’“, ferner durch e(z)=0 die des Punktes x bezogen 
auf x’, so ergiebt sich aus (13.), wenn man die Grössen «, © resp. durch 
die Gleichungen a(z°) = 0, v»(x”) = 0 bindet, die neue Relation 

(14.) z,uz').v(e) + ur) .o(X)+2,ulr’).e(a) + z,uler.ecler = 0, 
d.h.: „Sind x'...x" sechs Punkte eines Kegelschnitts, so bilden &' x’ x’x* resp. 
bezogen auf x x", ein System con vier abhängigen Paaren (binär),“ oder 

15.) (aaa) 1 er) w.z. b. w. 

Aber auch die Umkehrung lässt sieh mit Hülfe derselben Methode leichi 
beweisen. Denn besteht zwischen sechs Punkten die Relation (15.), so 
setzt sich dieselbe direet in die lineare Identität zwischen z'’z’x=’x* um. 
wenn man sie einmal auf x’, dann auf x’ bezieht, d.h. aus (15.) folet die 


Gleichung (14.). Diese sagt aber aus, dass der ternäre Ausdruck 


z,u(2).v(2) +ula).o (a) +ulE’).e(a’) + 2,ular).o(r*) 
identisch verschwindet, sobald z(z’)=0 und e(« 0 ist, folglich kann 
man setzen 
. ef 3 I EHER 2 2 wur ; u ‚ w + + ö . ; B ‘ 
ZU\T). VE) TAUT). VL) TUT). VIE) TAU). CIE): Aua’)+beix 


wo A, B lineare Formen resp. in vo, « allein bedeuten. Schreibt man daher 


Vgl. Hesse, Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie, Leipzig 1866. 
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—4,v(n) für A, —4,u(S) für B, so ergiebt sich zunächst 
i—4 

( 16. ) B; 2; u (x) .Ü (x + )- u (2°) ® ® (n) + bi u (5) . Ü (x) wi 0, 
i—1 


x von « mit ® und Subtraetion: 


und daraus durch Vertauschui 
3 . 

h; Ss (u v),; (27 +46 3 (ue),(Sa” ‚= v, 

Wo (a Ü); = U, Ya U; Ü), (a ©)» = u; Nase u, ®; ete. gesetzt ist. Hieraus folgt aber 


zunächst, dass die Grössen (z’7);, proportional sind den (Sx’),, d.h. dass 


6 


<, n Punkte der Geraden (=’, &’) sind, und wenn man sodann 
ud) =oule)+oule), en)=o ol) +0 v(e) 
setzt, die Gleichung 04,+04, =. 
Durch Emsetzung dieser Werthe für 5, 7 in (16.) resultirt aber. 
wenn man noch vorher 2,.0' =, 4,.0 =, setzt, die Gleichuı 
6b 


Nzule).v(X) = OÖ 
l 


und hieraus durch Gleichsetzung der Variabeln x, » die gesuchte Relation (12.). 


0’ 
I. 


In dem hier vorgeführten einfachsten Falle wurde vermittelst der 
eben angegebenen Methode zuerst von einem abhängigen Systeme eines 
ternären Gebiets auf ein ebensolches im binären geschlossen, während der 
zweite Theil des Beweises umgekehrt zeigt, wie auch von abhängigen 
Systemen eines niederen Gebiets zu solchen eines höheren übergegangen 
werden kann. Die gleiche Methode soll nun dazu benutzt werden, um über 
abhängige Systeme von sechs Punktepaaren (in Bezug auf eine bilineare 
Form), wie sie am Schlusse des $. 5 auftraten, Aufschluss zu erlangen. 
Sechs Punktepaare xz'y', ... z’y’ nannten wir dann ein abhängiges System. 
wenn sie eine Gleichung von der Form 

(17) zula).e(y)+rnule).ely)+-+ula”).o(y’) = 0 
identisch erfüllen. Fasst man auch hier die binären Gebiete auf, welche 
entstehen, wenn man einerseits die Punkte = auf x’, und andererseits 
die Punkte y’ auf y’ bezieht, und bezeichnet die Gleichung des aus 
resp. x, y° hervorgehenden Elements wie oben durch «@) = 0, viy') =\. 


so folgt aus (17.), wenn man a(@’)=0, v(y’) =0 setzt: 
(18.) zula).e(y)+aule).eciy )+ule).oly’) + 2,ular).ciy‘) = 0, 
oder was dasselbe bedeutet 
(19) Dar) N yly'y you‘). 


Ebenso ergiebt sich, wenn man die Paare 1, 2, 3, 5 resp. auf x*, y” bezieht, 
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lie Relation 


20.) ae) ld”). 


Sieht man daher die Punktepaare 1, 2, 3, 4, 5 als gegeben an, so liefern 
lie Gleichungen (19.), (20.) die Mittel, um y” zu eonstruiren. Denn ver- 
möge (19.) ist y’ auf einen bestimmten Kegelschnitt beschränkt, der durch 
yy'yy' geht und auf dem diese einen gegebenen Werth des Doppelver- 
hältnisses besitzen, während nach (20.) 4" auf einem bestimmten Kerel- 
schnitt gelegen ist, der durch y'y’y’y’ geht. Da drei Schnittpunkte dieser 
Kegelschnitte gegeben sind, so ist der vierte y" eindeutig bestimmt und 
linear eonstruirbar. Beide Gleichungen (19.) und (20.) lassen sich zu- 
sammenfassen in 
21) vVYyyyyy) (Krane). 
Die Doppelverhältnisse der rechts stehenden fünf Elemente sind so zu be- 
rechnen, dass diese als Punkte des durch sie eindeutig bestimmten Kegel- 
schnitts zu verstehen sind. Ebenso ist x’ eindeutig bestimmt dureh die Relation 
(22) (Eee) N lyyyyiy’)*). 

Hierdurch ist die Lage des sechsten abhängigen Punktepaares vollkommen 
definirt. Die Formeln (21.), (22.) zeigen, dass das abhängige sechste Paar 
dieselben Eigenschaften besitzt, wie ein von Sturm auf anderem Were 
erlangtes **). 

Aus dem Begriffe der Iimearen Abhängigkeit ergeben sich einige 
bemerkenswerthe Folgerungen dureh Speeialisirung der Formen f(z, y). 

Irgend fünf Punktepaare’ xz’y', &y, ... xy’, in derselben Ebene 
gelegen, bestimmen bekanntlich (als Nullpaare) eine symmetrische bilineare 
"orm F(x,y) eindeutig. Jede Form aber, welche jene zu Nullpaaren hat. 
wird auch durch das abhängige sechste annullirt, d. h. 

Satz. „Ein abhängiges System von sechs Punktepaaren (in derselben 
lÜbene) repräsentirt sechs conjugirte Punktepaare einer Curve zweiter Ordnung.“ 

*) Auch durch direete Rechnung, aber nicht ebenso einfach in der Methode 

lassen sich die Gleichungen (19.), (20.) ete. aus (17.) ableiten. Man hat nur zuerst 


in (17.) zu setzen u; = (x*, &°);, v;—=(y’, y’);; alsdann ein zweites Mal «; = (2°, &°),, 
v, = (y’, y');, dann ergeben sich die Gleichungen 

2 ..4.,3 BAT a En 2 ,,6 u 

2,2 ey yy)rre een) dd, 

r\ 1} 5 —5\ | b A\ Pr nn Te 2 6 N u 

x. (z’z’2’)(y y’y’)+a,leie’ei)yiyty) = 0, 


aus denen durch Elimination von %,, x, direet die Gleiehung (19.) hervorgeht. 
*#=) Sturm nennt das Punktepaar, welches die Gleichungen (21.), (22.) befriedigt. 
das den fünf Punktepaaren „verbundene.“ Vgl. Math. Ann. Bd. $ 


/ 
g I pag. 5506. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVIIT. Heft 3. 33 
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Versteht man wieder unter x, y' Punkte derselben Ebene und «chen 
die fünf Geraden (z', y')(x°, y”)...(x°,y’) durch einen und denselben Punkt 
a, so sind die (x, y') Nullpaare der alternirenden Form (ezy), folglich oil; 
auch der 

Satz. „Gehen die fünf Geraden (x, y)) @=1,2,3,4,5) dureh einen 
Punkt «, so liegt auch das abhängige sechste Paar (x°, y’) auf einer dureh 
ce gehenden Geraden.“ 

Jedem dieser Sätze entspricht ein anderer, sobald den Elementen 
x, y ein anderes Substrat zu Grunde liegt. Versteht man unter z, y Ge- 
raden in derselben Ebene, so ergiebt sich die Definition des aus fünf Paaren 
folgenden abhängigen sechsten Geradenpaares ebenfalls vermittelst der Glei- 
chungen (21.), (22.), und man hat: 

„Dechs abhängige Geradenpaare bilden (in einer Ebene) conjugirte 
(seradenpaare einer und derselben Curve zweiter Klasse.“ — „Schneiden 
sich fünf Geradenpaare (z’y') auf einer und derselben Geraden «@, so tritt! 
sich das abhängige sechste ebenfalls auf a.“ 

Versteht man unter x einen Punkt, unter y eine Gerade derselben 
Ebene, so giebt es eine bilineare Form von besonderer geometrischer 
Bedeutung. Irgend zwei Elemente nämlich befinden sich stets „in ver- 
einigter Lage“ (der Punkt x liegt in der Geraden y), sobald sie ein Null- 
paar der Form 

f\z, y) = DYıt oyıt %3Y; 
bilden. Daraus folgt in Verbindung mit dem oben Gesagten der 

Satz. „Liegen die fünf Punkte z'r’...x’ resp. in den fünf Geraden 
y'y'...y’, so liegt auch der abhängige sechste Punkt =" in der abhängigen 
Geraden y"* *). 

Die Elemente x, y können auch als Strahlen zweier Strahlenbünde) 
mit den festen Centren «, angesehen werden. Die Bedingung dafür, dass 
ein Strahl x und ein Strahl y sich treffen, stellt sich als bilineare Gleichung 
dar; d. h. derartige Strahlenpaare sind Nullpaare einer gewissen bilinearen 
Form; daraus folgt der 


Satz. „Ireffen die Geraden x'x'...x’ des Bündels « resp. die Ge- 
raden y'y'...y’ durch 5, so begegnet sich auch das abhängige sechste Paar 
x, y' in einem Punkte.“ 

*) Herrn Schroeter ist es, wie ich durch mündliche Mittheilung weiss, gelungen. 
diesen Satz auch durch rein geometrische Methoden zu beweisen. 
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-_ 


° D. 


Die im vorigen Paragraphen erlangte Uonstruetion des abhängigen 
sechsten Punktepaares hatte zur Voraussetzung, dass fünf willkürlich ge- 
lexene Paare (x',y'), ... (@°, y’) sich dureh ein sechstes (z’, y’) so ergänzen 
lassen, dass die Gleichung 


5% wien), ’(Yy) = U 
l 


ilentisch erfüllt wird, und diese Annahme war dureh den vorher bewiesenen 
Satz begründet, dass in einer fünfgliedrigen Gruppe von  bilinearen 
Formen sechs specielle enthalten sind. In diesem Paragraphen soll die 
Methode des vorigen ihre Ergänzung dadurch finden, dass unabhängig von 
lem zuletzt angeführten Satze, direet der Beweis geführt wird, dass das 
durch die Gleichungen (21.), (22.) eindeutig definirte Punktepaar mit den 
fünf gegebenen wirklich ein a System bildet, Hierbei wird wiederum 
lie Schlussweise von einem niederen (binären) zu einem höheren Gebiet 
führen. Zugleich wird dadurch der vielleicht noch möglich zebliebene 
Einwand beseitigt, dass fünf beliebige Punktepaare eine specielle fünfglie- 
drige Gruppe bilden könnten. 

Satz. „Sind (a',y'), (@’, y’), (e’, y’), (z*, y*) vier Punktepaare und 
werden resp. die Punkte x’, y’ derart gewählt, dass die Beziehung statt- 
findet 

23.) ae) N N yyy’y‘), 

‚ kann man in den beiden Gebieten noch je einen Punkt &, 7 so bestimmen, 
Pi die sechs Punktepaare (z'y'), ... (z’y*), (z’n), (£y') ein abhängiges 
System bilden.“ 

Beweis. Bedeuten «w(2)=0, e(y) =0 wiederum die Gleichungen 
der Punkte =, y’ resp. auf x’, y’ bezogen, so setzt sich die Beziehung 


23.) unter Einführung der Constanten z, in die Gleichung um 


zul). vo(y)+Aular).oe(y)+rule).o(y)+ruler).e(y‘) = 0, 


4 

d.h. der bilineare Ausdruck Yzu(z)e(y') verschwindet identisch, sobald 
® ce . ns . r 

zwischen den Grössen «, e die Gleichungen erfüllt sind v(z’) = 0, v(y") = 0. 

Man kann deshalb, ebenso wie beim Uebergang von Gleichung (15.) zu 


(16.), auch hier folgern, dass zwei Punkte 5, n existiren müssen, so dass 
die Identität statthat 


(24.) &z,u( ae (y) Hz,u(e)e(n)+uldely”) = O, w. z. b. w. 
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Wir construiren nun zu fünf Punktepaaren (z'y'),.... (w’y’) das sechste 
vermöge der Gleichungen (21.), (22.). Zunächst ist y° bestimmt dureh die 
Relationen | 

Widder), 

Iy’y'y’ y’y’) N PO ARE 2°). 
In Folge der ersten dieser Gleichungen giebt es nach dem voranstehenden 
Satze ein Punktepaar 5n, so dass man setzen kann 


4 
25.) Fu )eo(y)+z,ule)o(n)+zulS)o(y’) = 0. 
1 


Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung 
(26.) Z& ul )e(y)+Aular)e(n)+Aul)o(ly') = 0. 


i—=1235 

Umgekehrt ergiebt sich aber, wenn man die Elemente x auf =’, y auf y 
bezieht, aus (25.) die oben vorausgeschickte Gleichung 

"a yy’) NER are) 
während aus (26.) die neue Relation hervorgeht 

y"(y' y’y’ 7) N 2’ (x x’ ch). 
Beide Gleichungen vereinigt zeigen, dass die beiden Elemente y*, 7’ auf y 
bezogen, ein und dasselbe Element ergeben, d. h. die Punkte y’y*n' liegen 
in einer Geraden. 

Ersetzt man, wie es sonach gestattet ist, ©(n’') durch die lineare 

Verbindung oo(y*)-+ov(y"), so nimmt (26.) die Gestalt an 
= Aule)e(y)+hula)eiy)thulei)o(y)+hule)o(y’)-+A,ou(et)e(y' 


-! 


+e(y’)au(l)+4,ou(at 


] 
‚hs 
woraus dann sofort. wenn 


u(S)-+ - our) = 
und an Stelle von 0.4, wieder der Buchstabe 4, gesetzt wird, die Form 
hervortritt 
27.) Aue)oey)taule)eiy)t++hule)o(y") = 0. 
Damit ist direet nachgewiesen, dass sich zu fünf Punktepaaren ein sechstes 
so hinzufügen lässt, dass dieselben einer Gleichung (27.) genügen, w. z.b. w.”. 
Die Identität (27.) bleibt offenbar erhalten, wenn e{y’) durch e(y’)+ ur y" 


J 


und gleichzeitig #(x’) durch a(@’)+vu(x’) ersetzt wird, wofern die Relation 


h,.t-+4,.7 = 0 besteht. Dies ergiebt den 


oO 


*) Hierdurch dürften die Bedenken als erledigt anzusehen sein, welche kürzlich 
gegen diesen Satz geäussert wurden. 
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Satz. „Hält man in einem abhängigen System von sechs Punkte- 


paaren (z’y') die Punkte z’y', &y', ay', z’y', ©, y' fest und bewegt « 
auf der Geraden (2°, x”), so beschreibt gleichzeitig y’ eine projeetivische 
Punktreihe auf der Geraden (y’, y").* 
Bilden (z',y'), (@°, y°), ... (x’,y’) ein abhängiges System von sieben 
Punktepaaren, so dass eine Identität 
zu(e)e(y)+aule)o(y)t- +zule)e(y) = 0 
besteht, so bleibt dieselbe ungeändert, wenn gleichzeitig y’, y', x’ resp. 
ersetzt werden durch oy’+y', oy’+y, te’ +oxr+x, und die Relationen 
bestehen: ,7+4,0=0, z,0+2,0—= 0. Die beliebig gewählten Werthe von 
o, o bestimmen somit 7, & eindeutig, und es ergiebt sich der 
Satz. „Hält man in einem abhängigen System von sieben Punkte- 


3 + „‚4 5 6 


paaren (z’y') die Punkte z'y', ey, xy, xy, y', a, x fest und lässt 
y', y9 die Punktreihen (y’, y’), (y',y‘) beschreiben, so entspricht jedem 
Punktepaar y", y’ eine bestimmte Lage des Punktes x’. Bewegen sich 
y’, y' auf ihren Punktreihen projectivisch, so ist der Ort von x’ eine Curve 


zweiter Ordnung.“ 


$. 6. 

Wir wollen, bevor der Uebergang zu bilinearen quaternären Formen 
stattfindet, noch in Kürze die Abänderungen erwähnen, welche die ange- 
wandte Methode erleidet, wenn die Elemente zweier Gebilde allein in Be- 
zug auf symmetrische bilineare Formen in Betracht gezogen werden. Die 
Resultate, welche sich hierbei ergeben, können keine anderen sein, als «die 
in der Theorie der Curven zweiter Ordnung und ihrer conjugirten Punkte- 
paare wohlbekannten *), nur scheinen dieselben sieh noeh einfacher unter 
denselben allgemeinen Gesichtspunkt bringen zu lassen. 

In einem „involutorischen System“ so wollen wir die hier allein 
in Betracht kommenden, auf symmetrische Formen bezüglichen nennen — 
siebt es bekanntlich zu zwei Punktepaaren z'y', x’y' schon ein abhängiges 
drittes, so dass man hat 


(28) Aaula).u(y)+aulz).uy)+tiulse).u(y) =. 


Um über die gegenseitige Lage dieser sechs Punkte (in derselben Ebene 


Aufschluss zu erlangen, werden wie oben sämmtliche Punkte auf einen 


*) Vgl. P. Serret; Geometrie de direetion, sowie die Arbeit des Verfassers „Ueber 
Systeme von Kegelschnitten* Math. Annalen, Bd. VI. 































258 Rosanes, über linear-abhängige Punktsysteme. 


derselben, etwa x’, vermittelst der Gleichung «(z’)=0 bezogen; die re- 
sultirende Gleichung 








z,ula').uly')+rular).uly) = 0 
zeigt, dass die beiden anderen Punktepaare 1, 2 ein abhängiges (binäres 
System bilden, d. h. das Punktepaar z'x’ erscheint von x’ als dasselbe wie 
y'y (oder z’y' wie xz’y'), oder x’ ist der Schnittpunkt (z'x’, y'y’). Ebenso 
ist y° identisch mit (z'y', @’y'), d.h. „ein dreigliedriges abhängiges involu- 
torisches System besteht aus den Gegenecken eines vollständigen Vier- 
seits.“ Aber auch die Umkehrung ist aus denselben Prineipien leicht be- 
weisbar. Denn erscheinen z'x’, y'y von x’ aus als ein Paar, so ist für 
u’) — 0 identisch 
zuula).uy)+taue)uy)=0, dh ue).uy)+aux).uy 

ist durch #(x’) algebraisch theilbar u. s. w. 

Bilden vier Punktepaare eines involutorischen Systems (z'y'), ... (a’y' 


ein abhängiges System, so hat man 
4 


&xu(la).u(y‘) =(, 
1 


woraus man ohne weiteres abliest, dass drei dieser Punktepaare auf einen 
Punkt (2°) des vierten „bezogen“ ein (binäres) abhängiges System bilden, 
oder den bekannten Satz, „dass vier abhängige conjugirte Punktepaare 
einer Uurve zweiter Ordnung so gelegen sein müssen, dass drei derselben 
von einem Punkte des vierten aus gesehen, als Punktepaare einer Involution 
erscheinen.“ 

Allgemein können wir sagen: Abhängige Systeme von p Punkte- 
paaren führen auf ebensolche von p—2 Paaren im binären System, während 
in involutorischen Systemen die Zahl der Paare sich um Eins (von 3 auf 2, 





von 4 auf 3) erniedrigt *). 








Et 





Da der im $. 3 aufgestellte Begriff zweier conjugirter ternärer (bi- 





linearer) Formen, sowie die unmittelbar gezogenen Uonsequenzen des- 


selben, sich ohne Weiteres auf quaternäre Formen ausdehnen lassen, 











*) Eine erschöpfende Untersuchung über die Bestimmbarkeit der Beziehung 
f(x,y) = 0 durch acht Daten, welehe sich aus Nullpaaren von f(z,y) und solchen 
einer andern zu ihr in einfacher Beziehung stehenden Form zusammensetzen, verdankt 
man Herrn Hirst (London Math. Soc. Vol. V; pag. 40— 70). 
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'e- so genügt es, beim Uebergange zu den letztgenannten einfach auf jene 
hinzuweisen. Wir werden die alte Bezeiehnung festhaltend unter x den 


Punkt (3 20,,), unter «(x’) = 0 die Gleichung desselben verstehen. Jedes 
es | Nullpaar xz’y’ einer bilinearen Form fix, y) repräsentirt wiederum eine 
vie speeielle eonjugirte Form, und ein System von p Punktepaaren (z'y' 
ISO | z’y), ».. (x”y?) heisst auch hier ein abhängiges, sobald dieselben, als 
Iu- Formen aufgefasst, eine (p—1)-gliedrige Gruppe bilden, d.h. sobald sich 
er- die Identität herstellen lässt: 
be- | z,ul2').o(y)+aule).e(y)+-+2,ular).o(y Ü, 


tür Indess soll hier im quaternären Gebiet nur ein bemerkenswerthes abhängiges 

System hervorgehoben werden, dessen Speecialisirung auf einen bekannten 

Satz führt. 

Satz. „Sind (a'y'), (ey), ... (x’y") sechs Punktepaare im Raume 

y' und kennt man zwei Punkte x‘, y’, auf welche resp. bezogen jene sechs 

ein abhängiges System (im ternären Gebiet) bilden, so giebt es noch em 

zugehöriges Punktepaar x”, y’ derart, dass die Punktepaare (z'y'), ... (2’y'). 

x’y‘) ein abhängiges System im Rkaume bilden, d.h. dass man setzen darf 
- 29.) Aulat).o(y')+ru(lar).o(y’)++ule).o(y’)+zule‘).e(y‘) = 0; 
cell, 
are es besteht alsdann die merkwürdige Beziehung, dass irgend sechs derselben 
vn resp. auf das x des siebenten und das y des achten Paares „bezogen“ als 
I abhängige Paare erscheinen.“ 

Der Beweis ergiebt sich sogleich vermittelst der schon mehrfach an- 

-te- veewandten Methode. Bezeichnet man nämlich mit xx) = 0 die Gleichung 
nd - des Punktes x’ auf x’ bezogen, während e(y)=0 die des Punktes y' auf 
f 2, - —g’ bezogen darstellt, so ist nach der Voraussetzung des Satzes identisch 

zu setzen: 

B3 zur).viy' V, 
6 

bi- d.h. der quaternäre Ausdruck Fzu(x).e(y‘) lässt sich auf die Form bringen 
les- ic . 
Au(z)+Be(y'‘), 

wo A, B lineare Formen resp. von «, e allein bedeuten. Setzt man aber 
es A=-ze(y), B=—zu(z"), so ergiebt sich die zu beweisende Identität 
nkt 29.) von selbst. 


Der zweite "Theil des obigen Satzes wird jetzt sofort als richtig 
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erkannt, da aus (29.) eine lineare Identität zwischen sechs Paaren übrig 
bleibt, wenn z(=)=0, v(y') =0 gesetzt wird *). 

Die Gleichung (29.) bleibt erhalten, wenn man in ihr a(@°), o(y"\, 
ey),eiy’, a durch v(@’)+ou(a")+ou(l&)+ru(lze”), v(y’)+o'v(y’),e(y)+oely). 
ey’, +ro(y’) ersetzt, und zwischen den sechs Parametern die Gleichungen 
bestehen lässt ,0+40 =0, ,0+20=0, z17r+zT=0, d.h. 

I. „Hält man in einem abhängigen System von acht Punktepaaren 
xy) die Punkte z'y', &’y', a’y’, ay', y’, a", ©, x fest, so kann man (lie 
Punkte y’, y', y® beliebig auf den Geraden resp. (y’,y"), (yy), (yy 
wählen: der Punkt x’ ist alsdann eindeutig bestimmt.“ 

Setzt man oben 7 und folglich auch == 0, so ergiebt sich: 


Il. „Bleiben in obiger Figur «'y', y, Ay, ay', a°y), y, «, x 
fest, so kann man y', y’ beliebig je auf den Geraden (y’, y", (y’,y') wählen. 
der zugehörige Punkt x’ liegt dann stets auf einer festen Ebene durel 


5 6b 2 


u... 2 

Setzt man endlich sowohl 7’ als 0’ und folglich auch 7 und o gleich 
Null, so ergiebt sich: 

1ll. „Bleiben z’y', z’y, z’y', ıy', y', ay', y’, ©" fest, so dureh- 


laufen 9° und x° projeetivisch die Punktreihen auf den Geraden (y’, y 
(x, x). Besitzt man somit in =’, y’ zwei Punkte, auf welche bezogen resp. 


die sechs Paare (z'y'), (z’y’), (z’y’), (a*’y*), (2’y’), (x*y’) ein abhängiges 


(ternäres) System bilden, so giebt es je eine Gerade durch x’, y’, so dass 


jeder Punkt der einen und ein ihm projeetivisch zugeordneter der anderen 


5 


dasselbe leisten, wie x’, y’.“ 
Jede bilineare Form. welche sieben der betrachteten acht Punkte- 


*) Hiernach macht es auch keine Schwierigkeit, abhängige Systeme von ach! 
Punktepa: wen im Raume zu construiren. Man stellt zu diesem Behufe in irgend einer 
Ebene ein abhängiges System von sechs Punktepaaren (En), (&r’), . (&9°) her. 
Zieht man dann durch irgend zwei Punkte des Raumes x’, y’ resp. die Strahlen 
(’E), (’E), . - (a8 1 WW m), (y“ N), - y n°) und wählt der Reihe nach auf diesen 
je einen Punkt aa... ey, ... y%, So bilden diese zweimal sechs Punkte 
resp. auf x’, y" bezogen ein abhängiges System. Die noch fehlenden Punkte x, 
y', welche die acht Paare (z'y'), (z’y‘), (x’y’) zu einem abhängigen System 
machen, bilden projeetivisch entprechende Punkte zweier Geraden resp. durch 2’, y". 
Betrachtet man ni ämlich in den Strahlenbündeln (=’), (y’) die fünf Strahlenpaare 
(22, y'y'), (e’r’,y'y’), ... (2’x°, y°y?), so bestimmen dieselben ein abhängiges sechste: 

'aar, etwa (2’&,y’n). Auf dem ersten derselben (=’, &) kann offenbar der Punkt 
beliebig gewählt werden (der Strahl (y°y) geht durch y*). Der zugehörige Punkt y 
ist dann leicht gefunden. 
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paare zu Nullpaaren hat, wird auch durch das achte annullirt; da nun die 
Nullpaare einer symmetrischen Form immer als conjugirte Punktepaare 


einer Fläche zweiter Ordnung angesehen werden können, so folgt der 

Satz: „Acht Punktepaare, welche ein abhängiges System bilden, sind 
so beschaffen, dass sie in Bezug auf jede Fläche zweiter Ordnung conjugirt 
sind, welche sieben derselben zu conjugirten Punktepaaren hat.“ 

Auch die Bedingungen, dass die Gerade (z, y) einem linearen Complex 
angehört, sowie die, dass ein Punkt z und eine Ebene y in „vereinigter 
Lage“ sich befinden, führen auf bilineare Gleichungen zwischen z, y, und 
man hat daher den 

Satz: „Gehören sieben der acht Geraden (z', y'), (z’,y’). ... (=°, y") 
demselben linearen Complex an, so enthält dieser auch die achte Gerade.“ 

Die Aufgabe, zu sechs gegebenen Punktepaaren (z', y'), (2, y’).... a", y' 
zwei Punkte x’, y" so zu bestimmen, dass sie von diesen aus resp. als ab- 
hängige Systeme (im ternären Gebiet) erscheinen, führt auf vier zu er- 
füllende Bedingungen. Daraus folgt, dass keiner der beiden Punkte (x’ 


- 


oder y°) beliebig gewählt werden darf. Es wird sich vielmehr für &’, y' 


je eine Fläche als Ort ergeben; jede dieser beiden Flächen ist, wie aus 


Satz III. hervorgeht, eine geradlinige. 

Diese merkwürdige Configuration von acht Punktepaaren führt auf 
einen bekannten Satz, wenn man jedes Punktepaar in einen Punkt zusammen- 
fallen lässt, d.h. sobald x = y’ angenommen wird. Geht man nämlich von 
sechs zusammenfallenden Paaren (z',x'), ... (z’,x’) aus und stellt sieh 
die Aufgabe, dieselben auf zwei Punkte x’, y° so zu beziehen, dass sie ein 
abhängiges System bilden, so ist es in diesem Falle erlaubt, einen dieser 
Punkte, etwa x’ beliebig zu wählen. Denn fasst man die Punkte z’x*x’ x’ x’ 
das eine Mal als Punkte des z-Raumes auf und bezieht sie auf x', ein 
anderes Mal als Punkte des y-haumes und bezieht sie auf x’, so gelangt 
man zu fünf Elementenpaaren zweier ternären Gebiete, denen ei» abhängiges 
sechstes zugehört. Denkt man sich die Elementenpaare zunächst durch die 


Strahlenpaare (z'=’, ’r’), (z!a*, c’x*), .... (e'x@’, c’x’) repräsentirt, so sind 


je zwei Strahlen eines Paares so beschaffen, dass sie sich treffen. Daraus 


folgt aber, dass auch das abhängige sechste Paar sich trifft. Nennt man 
ihren Treffpunkt =, so bilden die sechs Punkte x, =*, ©’, «', x’, «*, je 
auf x’, x’ bezogen, ein abhängiges System, d. h. es besteht eine Identität 
30.)  zul@).o(a)+2,ular).oiy’Y)++zula).oiy’) = 0, 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 34 
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wenn wir durch (=) =0, e(x)=0 die Gleichung des Punktes x resp, 
auf x, ©’ bezogen darstellen. Der Uebergang vom ternären zum quater- 
nären Gebiet liefert daher die Relation 





> 


S 
(31.) > z,u(x).® (a), +Ahul2).e(+uulö).vo(E) = (0. 
3 ' 


J \ J 
Beachtet man nun, dass der links stehende Ausdruck in seinem ersten Theil 
in Bezug auf «, e symmetrisch erscheint, so folgt durch Vertauschuns 
dieser Buchstaben und Gleichsetzung 


| 


).u(a 


(31%) Aula) v(H)+Aulö).v(e) = Av(z').u(E) +0 (8 


’ 


ebrauchten Weise durch (ab),... (ab) 


und dies giebt, wenn wir in der häufig g 

a, a, a, a . . nu 
2. bezeichnen, die Identität 
2 


oO 
l 


die Determinanten des Rechtecks 
) 


l 


b,b 


3 4 


[ 


6 b 
pi . f ta a \ 2? if 
,Z&(w)/(z'), = 4,3 (w) (x). 
l ı 


Da hiernach auf das Bestehen der sechs Gleichungen 
(32.) 4a), =4(a°f),, il, 2... 
zu schliessen ist, so darf zunächst, da z’xz’S55 in einer Geraden liegen 
müssen, v(sS)=pe(z')+ge(«”), u(S)=rule)+su(c”) gesetzt werden. Die 
Einsetzung dieser Werthe für 5, & in (32.) liefert alsdann die Relation 
qAu+rk,=0, und mit deren Hülfe geht aus (31.), wenn pl, =, sy, =z, 
gesetzt wird, die Gleichung hervor: 
33.) Aula). ve (a) +Aule) ve (EN) + +ule).ola) = 0, 

d.h. der Punkt «° ist (in der That) derart bestimmt, dass die acht Punkte 
x'...x, wenn man jeden als zusammengefallenes Punktepaar auffasst, ein 
abhängiges System bilden (woraus als selbstverständlich folgt, dass irgen«d 
sechs derselben, resp. auf den siebenten und achten bezogen, ein abhängiges 
System ergeben). Setzt man noch in (33.) e=w, so zeigt die sich er- 





sebende Form der Gleichung 





Ss 
f ‘ \ x. 2 IN > 


dass solehe acht Punkte das Schnittpunktsystem dreier Flächen zweiter 




















Ordnung bilden. 
Es wird genügen’ darauf hinzuweisen, dass auch die Umkehrung 








richtig ist, d.h. 





„Sind x', ©, ... x” das Schnittpunktsystem von drei Flächen zweiter 






Ordnung, so bilden irgend sechs von ihnen, resp. auf die beiden übrigen 
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bezogen, ein abhängiges System,“ da aus (34.) durch Polarisirung die Glei- 
chung (33.) hervorgeht, aus welcher der Satz abzulesen ist *). — Auf abhängige 
Systeme von neun und mehr Punktepaaren gehen wir hier nieht ein. 


Aehnlich, wie für ternäre Formen in $. 6 geschehen, sollen hier in- 
volutorische quaternäre Systeme einer besonderen Betrachtung unterzogen 
werden. Da die Prineipien der voranstehenden Paragraphen hier in specieller 
Weise zur Verwendung kommen, so genügt es, nur noch darauf hinzuweisen, 
dass es sich hier um keine anderen Fragen handelt, als wie sie schon bei 
Gegrenüberstellung von quadratischen Formen mit einem System von Va- 
riabeln auftreten. 

Ist 

‚3,4 
f(z,y) = Put Yı> en r : 3 4) Par = Pix 


eine symmetrische bilineare Form, so sind ihre Nullpaare bekanntlich con- 


jueirte Punktepaare der dureh f(z.y) =0 dareestellten Fläche zweiter Ord- 
) ie) \; Yy) - 


nung *”). ‚Da die Zahl der Coeffieienten in f(z,y) gleich zehn ist, so 
werden gegenüberstehende eonjugirte Gruppen in involutorischen Systemen 
zusammen zehn Glieder haben, und die Zahl der gemeinsamen eonjugirten 
Punktepaare einer »-gliedrigen Gruppe von Flächen f, f', ... ist gleich der 
Anzahl der zerfallenden Flächen der conjugirten (10—-r)-gliedrigen Gruppe. 
Ohne im Einzelnen auf diese Fragen eingehen zu wollen, sollen hier nur 
die abhängigen Systeme von drei, vier und fünf eonjugirten Punktepaaren 
behandelt werden, denen entsprechende Sätze über conjugirte Ebenenpaare 
gegenüberstehen. Wir werden mit Hülfe der früher benutzten Methode 
leicht die Frage beantworten: Wie müssen Punktepaare gelegen sein, damit 


=) Vergl. die oben eitirte Abhandlung des Herrn Sturm, woselbst aus dem Be- 
griff des „verbundenen Punktepaares“ derselbe Satz gefolgert wird. Die Beziehung 
der sogenannten ebenen reeiproken Transformation zur Theorie der Flächen zweiter 
Ordnung ist von Herrn Schroeter zur Construction der letzteren verwandt worden in 
seiner Abhandlung „Problematis geometriei ete.“ (dieses Journal Bd. 62). Zu diesem Be- 
hufe ist daselbst die Construction ; jener en aus Nullpaaren eingehend studirt, 


**) Die lineare Identität zwischen abhängigen conjugirten Punktepaaren von 
Curven und Flächen zweiter Ordnung, welche als besonderer Fall aus dem Begriff 
conjugirter Formen folgt, ist wohl zuerst von Herrn P. Serret in dessen Geometrie de 
direetion, Paris 1869 aufgestellt und angewandt worden. Ich verweise auf die Fuss- 
note in meiner oben eitirten Arbeit „Ueber ein Prineip der Zuordnung ete.“ 


34* 
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sie als conjugirte Punktepaare einer Fläche zweiter Ordnung ein ab- 
hängiges System bilden? 





Bilden (2',y'), (©, y’), ... (2°, y) ein abhängiges System im »e- 
nannten Sinne, so genügen sie einer Identität 
z,u(2).uiy)+rule).uly‘) ++ 2,uler).uly‘) 
und daraus folgt sogleich der allgemeine 
Satz: „Bilden (z',y'), ... (x, y?) ein abhängiges System (conjugirter 


Punktepaare einer Fläche zweiter N so repräsentiren (o—1) von ihnen. 
bezogen auf einen Punkt des oten Paares, ebenfalls ein abhängiges (involu- 
torisches) System; desgleichen (o—2) von ihnen, auf je einen Punkt des 
(e—1)ten und des (e-2)ten bezogen.“ *) 

Dieser allgemeine Satz wird nun, in den ersten Fällen verfolgt. 
einige Aufschlüsse über die gegenseitige Lage solcher Punktepaare ergeben. 

Der einfachste Fall eines abhängigen Systems von drei conjugirten 
Punktepaaren ist sofort erledigt. Derselbe führt auf die Gleichung 

39.) Aula). uly)+ru le) .uly’)+2,u(e’).u(y‘) 

d. h. die beiden Paare (z', y'), (x°, y’) erscheinen von x’ (und ebenso von y') 
aus als ein und dasselbe Paar, oder x’, y’ sind Schnittpunkte resp. der 
Geraden (z'x,y'y'), (z'y’, @’y'); „drei abhängige conjugirte Punktepaare 
einer Fläche zweiter Ordnung bilden somit die Gegeneckenpaare eines voll- 
ständigen ebenen Vierseits“ (die bekannte ebene Figur von Hesse). “*) 

Bilden vier Punktepaare (z', y'), ... (*, y') ein abhängiges System in 
Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung, so sind dieselben so gelegen, dass 
drei Paare desselben, auf einen Punkt des vierten bezogen, als ein abhängiges 





System erscheinen. Ein abhängiges dreigliedriges System in der Ebene besteht 





aber aus den Ecken eines vollständigen Vierseits; es ergiebt sich also der 





Satz: „Bilden vier conjugirte Punktepaare einer Fläche zweiter Ord- 





nung ein abhängiges System, so werden irgend drei von ihnen aus einem 











Punkte des vierten in die Eeken eines ebenen vollständieen Vierseits 
be) 








projieirt“ und zugleich die Umkehrung: 











*) Auch die Umkehrung ist riehtig: „Bilden (9-1) Punktepaare (z', y'), ... (02”',y® ) 
eines involutorischen Sy stems, auf einen Punkt x: bezogen, ein abhängiges System, 
so giebt es einen Punkt y?, derart dass die o Paare (z', y M. . (22, y?) ein "abhängiges 
Sy stem von o conjugirten Punktepaaren einer Fläche zweiter Ordnung bilden.“ 

*) Die obige Identität zeigt auch, dass drei Punktepaare nur dann von jeden 
Punkte des Raumes gesehen als Gegeneckenpaare eines ebenen Vierseits erscheinen, 
wenn sie selber eine solche ebene Figur bilden. 
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Satz: „Werden drei Punktepaare (z',y'), (z’, y’), (x, y’) von x* aus 
in die Eeken eines vollständigen Vierseits projieirt, so giebt es noch einen 


Punkt y*, derart dass (z', y')...(x*, y*) ein abhängiges System von conju- 
oirten Punktepaaren bilden.“ 

Dieser Satz gestattet auch folgende Darstellung: 

„Giebt es einen Punkt x*, von welchem aus drei Punktepaare (z', y'). 
(2,9), (2°, y') in die Eeken eines vollständigen Vierseits projieirt werden, 
so giebt es noch einen zweiten Punkt y*, von welchem aus dasselbe statt- 
findet. Die vier Paare (x, y') bilden dann ein abhängiges Svstem (einer 
Fläche zweiter Ordnung).“ *) 

Das räumliche Vierseit z’z’y'y’x', dessen Gegenseitenpaare (z'z’,y'y'). 
(2’y', 'y?) sind, bildet bekanntlich eine besondere Raumeurve vierter Ord- 
nung, durch welche eine zweigliedrige Gruppe von Flächen zweiter Ord- 
nung (Büschel) hindurchgelegt werden kann. Auf jeder dieser Flächen 
sehören die genannten Gegenseitenpaare den Generatrices verschiedener 
Schaaren an. Wir werden diejenige die erste (oder erster Classe) nennen, 
der die Gerade x'x’ angehört: die andere heisse die zweite. Ein beliebig 
selegener Punkt x’ bestimmt mit dem Vierseit eine Fläche F, deren dureh 
2° hindurchgehende Generatriees entsprechend g,, 9, heissen mögen. Einem 
anderen Punkte y’ mögen die Fläche und die Geraden F’, g,, 9, entsprechen. 
Sind nun die sechs Punkte (r', y'), (z’, y’). (z’, y’) in die Ecken eines ebenen 
vollständigen Vierseits projieirbar, so müssen g,, g; sich in einem Punkte 
treffen. Da alsdann dieser Schnittpunkt sowohl auf F als auf F' gelegen 
ist, so fallen diese beiden Flächen in eine zusammen (gleichzeitig treffen 
sich alsdann auch die Geraden 9, g,), d.h. die Punkte x’, y’ liegen in 
dem betrachteten Falle auf derselben Fläche des durch das Raumvierseit 
bestimmten Büschels. 

*) Damit ein Punkt x’ existirt, müssen die vier Ebenen E, = (r'x’x’), E, = («'y*y 
E,=(x'r’y’), E, = (z'xz’y’) (oder eine andere Combination) sich in einem und dem- 
selben Punkte treffen, und umgekehrt. Die Bedingung hierfür giebt die Gleichung 

(A) (eya’dy’)ara'y’y’)(ady cry’) + laRyary’)(Sryrry?)(arry’y?) =. 
Allein vermöge der bekannten Identität 
NR) erg) 
+ (y!z!’y’)a’y'y’y’)(arrtety’) + (yrtaty’)(arr'a’y’)(ary'y’y?) = O 
folgt aus (A.) auch die Gleichung: 


(B) (yarz’y’)ary'y’y)@rrziy‘) + yrrty’)lerrety’)leiy'y’y) = 0, 
welche aber nichts anderes aussagt, als dass eine andere Combination von Ebenen, 
nämlich (y'z?r?), (y'y’y’), (y'a’y’), (y'z’y’) sich gleichzeitig in einem Punkte treffen. 
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Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Denn liegen =’, y? auf der- 
selben Fläche F des Büschels, so treffen sich g,. 9 in einem Punkte x. 
von dem aus jene sechs Punkte sich als Gegenecken eines Vierseits pro- 
jieiren. Ein Gleiches leistet dann auch der Schnittpunkt der Geraden 7, 
9, (y')- Die vier Punktepaare (=',y'), (z’,y’), (=, y’), (x*, y*) bilden ein 
abhängiges System von eonjugirten Punktepaaren. 

Es hat sich somit als Resultat folgende Construction ergeben: 

„Auf einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung construire man zwei 
geradlinige Vierseite, deren Gegeneckenpaare (z'y', ’y’) im ersten, (z’y’, «'y') 
im zweiten heissen mögen. Solche vier Punktepaare bilden das allgemeinste 
System von vier abhängigen conjugirten Paaren einer Fläche zweiter Ordnung; jeile 
Fläche, in Bezug auf welche drei jener Paare eonjugirt sind, hat auch das vierte 
zum eonjugirten Punktepaar. — Irgend drei dieser vier Paare werden von 
einem Punkte des vierten aus als Gegenecken eines ebenen Vierseits projieirt.“ 

Liegen im Besonderen die Punkte x«'z’xz’x* auf derselben Generatrix. 
so bilden die vier Punkte y'y’y’y‘ ein Tetraeder, dessen Ebenen je einen 
der Punkte x enthalten, so dass die ganze Figur aus den vier Ecken eines 
beliebigen Tetraeders und den vier Punkten, in welchen dessen Ebenen 
durch eine beliebige Gerade getroffen werden, sich zusammensetzt. Dass 
in diesem speciellen Falle zwischen den vier conjugirten Punktepaaren 
Abhängigkeit besteht, ist auch direet leicht zu beweisen. *) 

Während, wie vorauszusehen war, aus drei conjugirten Punktepaaren 
nur dann ein abhängiges viertes sich folgern liess, wenn sie einer gewissen 
Bedingung genügten, ziehen vier beliebige conjugirte Punktepaare im All- 
gemeinen sechs weitere als nothwendige Folge nach sich. Man kann dies be- 
kanntlich einfach daraus folgern, dass in der durch die vier Punktepaare 
definirten Gruppe von Flächen zweiter Classe im Ganzen zehn zerfallende 
Flächen vorhanden sind. Man kann daher, wenn (z', y')...(z’, y*) beliebig 
velegen sind, auf sechs verschiedene Arten das Paar (z’, y”) derart bestimmen, 
dass der Identität genügt wird 

Ex, u(zc).uly) =. 
Schon aus dem ausgesprochenen allgemeinen Satze folgt daher, dass irgend 
vier dieser Paare auf einen Punkt des fünften bezogen, ein abhängiges 
System bilden. Allein die Gesammtheit aller aus drei Punktepaaren eines 


*) Vgl. P. Serret, Geometrie de direction (Paris 1869), p. 265. 
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involutorischen (ternären) Systems folgenden abhängigen Paare liegt auf 
derselben ebenen Curve dritter Ordnung und bildet Paare conjugirter Pole 
derselben (derselben Gattung) (s. Durege, Die ebenen Curven dritter Ord- 
nung pag. 245), folglich ergiebt sich der 


Satz: „Das aus vier eonjugirten Punktepaaren einer Fläche zweiter 
Ordnung folgende System von zehn Punktepaaren ist so beschaffen, dass 
irgend neun derselben von einem Punkte des zehnten aus in achtzehn Punkte 
einer und derselben Curve dritter Ordnung projieirt werden. * 

„Diese achtzehn Punkte bilden aber zugleich neun Paare conjugirter 
Pole jener Curve.“ 

Es ist evident, dass auch die Umkehrung dieses Satzes richtig ist: 
„Werden vier Punktepaare («', y')...(z*, y*) von einem Punkte r’ aus als ein ab- 
hängiges System (d.h. als conjugirte Punktepaare einer Curve e dritter Ordnung‘ 
projieirt, so existirt noch ein Punkt y’ derart, dass (z', y')...(x°, y’) ein System 
von abhängigen conjugirten Punktepaaren einer Fläe ü zweiter ( ne bilden.‘ 

Die Aufgabe, zu vier conjugirten Punktepaaren ein abhängiges fünftes 
zu bestimmen, wird leicht auf eine Frage zurückgeführt, aus welcher auch 
die Anzahl von sechs solcher abhängiger Paare direet hervorgeht. Zerlegt 
man nämlich, nach einer von Paul Serret (Geometrie de direetion) ange- 
wandten Methode die zu eg Eming 


zula).uy)+Haule).uly)+- +sulat).uly) = 0 
in die a 
zule).uly)+rule).uly)+ule”).uly”) = — rule?) .uly) — zul”). uey 
so Mi dieselbe aus, dass die beiden Gleichungen 
(A) zaula).uy)+Haule).uy)+aule).uly) = 0, 
(B) zu(ar.uly’)+u(z,).u(y’) = 0 


dieselbe Fläche zweiter Classe darstellen, d. h. es giebt eine Fläche zweiter 
Ulasse, welche sowohl die acht gemeinsamen Tangentialebenen der drei 
Flächen a(2').u(y)=0, ula’),u(y)=0, ular).uy)—=0, als auch das 
räumliche Vierseit enthält, welches den Durchschnitt von a(ae’).u(y') =, 
u(2’).u(y’)=0 bildet. Folglich redueiren sich die von =°, y', ©, y’ an 
jene Fläche gehenden Tangentialkegel immer auf je zwei Ebenenbüschel. 
Hat umgekehrt eine Fläche aus der dreigliedrigen Gruppe (A.) die Eigen- 
schaft, dass die von x*, y* aus an sie zu legenden Tangentialkegel sich je 


*) Ueber die conjugirten Punktepaare von Gruppen von Flächen zweiter Ordnung, 
vgl. Reye, dieses Journal Bd. 82 pag. 77 ff., woselbst auch dieser Satz ausgesprochen ist. 
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auf zwei Ebenenbüschel redueiren, d. h. geht jene Fläche sowohl durch x‘ 
als y* hindurch, so ergeben diese zwei Paare von Ebenenbüscheln ein räum- 
liches Vierseit, welches zu den Tangentialebenen der Gruppe (A.) die ge- 
forderte Beziehung besitzt, und dessen zwei übrige Ecken das Punktepaar 
(2°, y’) bildet. Da nun (z',y')...(a*, y*) als gegeben angesehen werden, so ist 
die Aufgabe dahin zurückgeführt, diejenigen Flächen zweiter Classe zu finden, 
welche der Gruppe (A.) (der Schaar-Schaar) angehören und durch die beiden 
Punkte x*, y* hindurchgehen. Bezeichnen 

y'u,u) = Za,u,w=0, pl(uu) = Zß,uw=0, lu, u = Fy.uu =), 


x—=1,2, 3,4 


0,0; Pa=ßfıs Ya=Yızs ı=1,2,3,4 


wi, = Oje 
die Gleichungen dreier beliebigen Flächen zweiter Ulasse, 

v(a,u) =%gY (u,uW)+ 2% (u, u) +7 Y°’(u, u) = 0 
eine allgemeine Fläche ihrer Gruppe und (xx) die adjungirte Form von w (um). 
so hat eine Fläche (ww), wenn sie durch zwei Punkte x’, y* hindurchgehen 
soll, mit ihren Coeffieienten die beiden Gleichungen zu befriedigen 

Bee =0, Fly, y)=0. 

Da dieselben in Bezug auf die Grössen 2#,%% homogen und vom Grade 
drei sind, so giebt es in einer Schaar-Schaar von Flächen zweiter Classe 
neun, welche durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen *). — In dem hier 
vorliegenden Falle aber, wo p' = u(z!).u(y') ete. zerfallende Flächen sind, 
eehören die drei Punktepaare (x',y'), (©, y'), (z’, y’) selbst zu den neun 
Lösungen, denn eine zerfallende Fläche zweiter Ulasse ist aufzufassen als 
eine, welche durch jeden Punkt des Raumes, also auch durch x*, y* hin- 
durchgeht. Zieht man diese von den neun ab, so ergiebt sich in der 
That, dass es noch sechs eigentliche Lösungen giebt, wie es aus anderen 
(Gründen anzunehmen war **). 

Mit Beziehung auf den oben ausgesprochenen allgemeinen Satz, ge- 
nügt es hier nur noch anzuführen: „die aus fünf conjugirten Punktepaaren 
folgenden unendlich vielen sechsten bilden den geometrischen Ort des 
Punktes, von welchem aus jene als fünf conjugirte Punktepaare eines 
Kegelschnittbüschels projieirt werden, u. s. w.“ 

*) Vgl. Sturm, „Ueber das Flächennetz zweiter Ordnung“ dieses Journal Bd. 70 
pag. 223. 

**) Die Anwendung derselben Methode führt auch leicht zum Ziel bei der Aut- 
gabe, die Lage von vier abhängigen Punktepaaren zu bestimmen. 
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In derselben Weise wie dem Studium der abhängigen Systeme von 
Punktepaaren im quaternären Gebiete das soleher im ternären vorangehen 
musste, und alles schliesslich auf die Betrachtung abhängiger Systeme in 
hinären Gebieten redueirt wurde, so müsste, bevor abhängige Systeme von drei 
Punkten in der Ebene untersucht werden, eine genauere Kenntniss binärer 
linearer Formen von drei Systemen von Variabeln und der hierbei auftretenden 
„eometrischen Relationen vorausgeschiekt werden. Da dies hier nicht be- 
absichtigt ist, so wollen wir uns darauf beschränken, darauf hinzuweisen, dass 
hier abhängige Systeme von einem Charakter auftreten, wie sie bei Zugrunde- 
lerung von nur zwei Systemen von Varlabeln noch nicht im binären (wohl 
aber im ternären) Gebiet vorkommen. Eine Speeialisirung liefert alsdann 
einen längst bekannten Satz über Curven dritter Ordnung. 

Es seien die Elemente z,xr, eines binären Gebietes (X) durch Punkte 
x einer Geraden dargestellt, es heissen ferner zwei Zahlen a,@, „die Üoet- 
fieienten“ des Punktes zr, wenn zwischen ihnen und den Coordinaten x, 
die Gleichung «,2,+%r;,=0 besteht. Bildet man nun mit Hülfe dreier 
Punkte x, y, z, welche je einer der drei gegebenen Geraden A, Y, Z der- 
selben Ebene angehören mögen, die trilineare Form 


f(z,94,5)= & 01.2. W15,; = 1,2: 2 =12; sl, 2) 


Ku 
so wollen wir drei Punkte =, y', 3 „ein Nulltripel“ der Form f(x, y, 2) 
nennen, sobald fix',y',z)=0 wird. Da die allgemeine trilineare Form 
acht Coefficienten besitzt, so genügen sieben willkürlich gewählte Punkt- 
tripel, um sie eindeutig (bis auf einen eonstanten Factor) zu bestimmen. 

Zerfällt eine Form f in drei Factoren, deren jeder ei» Variabeln- 
system enthält, d.h. kann man setzen 


f(x, y,2) = p(a).g(y).r(2), plz) =pX%ı +p%;, ete., 
so heisse sie eine „specielle“* Wir sagen, sie besteht aus den drei Punkten, 


deren Üoeffieienten resp. PP, 9, rır, sind. Sind &&, nm, 5% die 


Coordinaten (also 5, —Sı; 7%, —nı; &, —Sı die Üoefficienten) dreier Punkte 
(resp. der Geraden X, Y, Z), so ist die trilineare Form, welche sie zu- 


sammensetzen, gegeben durch die Gleichung 


‚= u —anf, etc. 


Un 


f(x, y, 3) = (zö)(yn)(2), (x 
Ist | 
p(u,v0,w) = 2 0,,,4,0W, 
A, U 


Journal für Mathematik Bd. LXXXVII. Heft 3. 37 
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eine andere bilineare Form und verstehen wir unter %,%, 0,0, »,%, Cocf- 

ficienten von Punkten auf X, Y, Z, so werden wir sagen „die Formen f und 4 

sind einander conjugirt,“ sobald ihre Coeffieienten die Gleichung befriedigen 
37.) 2a... =V%. 


2,1, 

Ist p eine specielle Form in dem oben angegebenen Sinne, d. h. ist 
p(u, v, w) u u(S).o(n).w({), 

so besteht sie aus den drei Punkten, deren Coordinaten &&, nm, &£ 

sind. Hierdurch geht aber Gleichung (37.) über in 


P) d,3.u S, y N} a Su a 0, 


#,A,u 
d.h.: „Zerfällt von zwei conjugirten Formen f, $ die eine (p) in drei 
Punkte, so bilden dieselben ein Nulltripel der andern (f), und umgekehrt.“ 

Führt man auch hier den Begriff der Gruppe von Formen f, f', :..: 
p, $', ... ein, so ist evident, dass jeder m-gliedrigen Gruppe von Formen 
f, f', -.. eine (8—m)-gliedrige eonjugirte Gruppe 9, 9', ... gegenübersteht. 
Ferner geht hervor, dass die Anzahl der speciellen Formen in einer Gruppe 
gleich sein muss der der gemeinsamen Nulltripel der eonjugirten Gruppe. 

Um die Zahl der den drei beliebigen trilinearen Formen 

f(x, Y, 3) = = Ad, 3,u 0 Yr Bus Fi; (2, y,2) = =, D.1u T,Yr Su 


f' (T, Y, a, = Ss C,i,u x Yı2u 


Kuhn 
gemeinsamen Nulltripel zu bestimmen, ordnen wir dieselben nach den Buch- | 
staben y, 3 und lösen die drei Gleichungen | 
f = Pu YıSıtPRrYı 3 + PaıY22ı + Pr Yı 32 = 0, 
(38.) | F = YıYı3ı + 912 Yı%2 + 92192231 + ga Y22, = Ö, 
f’ = Tr, Yısı tra» yı a trfaypsı Trayız. = v, 
in denen p%s x, 7, lineare Formen in x allein bedeuten, linear in Bezug 
auf die vier Grössen Y,3,, Yı32, Ya, 93, auf: 
(39.) 0. Yy5 = 9, PYıaR = On, 0-93 = On; 0.9222 = On. 


. n 


O, repräsentirt eine Form dritten Grades in den x allein. Die Elimination 
der y, 3, e liefert alsdann 

(40) 9.0: — In. = 0, 
eine Gleichung sechsten Grades in z,2,; jede ihrer Wurzeln wird dureh 
die zugehörige Lösung y, z der Gleichung (38.) zu einem Tripel ergänzt, 
so dass sich ergiebt: 
„Drei trilineare binäre Formen haben sechs Nulltripel gemeinsam.“ 
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Da jedes derselben als specielle Form jeder der drei Formen conjugirt ist, 
so besteht der 


Satz: „In einer fünfgliedrigen Gruppe von Formen g, %', ... giebt 
es sechs specielle“ (welche die gemeinsamen Nulltripel der eonjugirten 
dreigliedrigen Gruppe bilden). 

„Sind fünf Punkttripel z'y'z', z’y’z, ... z’y’z’ beliebig vereben, 


0" 
- 


so hat jede Form f(x, y, 3), welche durch sie annullirt wird, stets ein aus 


jenen folgendes sechstes Nulltripel z’y’z’; diese sechs Tripel bilden ein 


abhängiges System, d.h. man kann die Identität erfüllen: 
(41)  Aule').o(y').w(2)+ulr).o(y).w(z’) ++ +,ule).oly’).w(z) = 0. 
Ist die Form f(z,y,2) als gegeben anzusehen, so ist jedes Tripel dureh 
zwei seiner Punkte bestimmt; die Wahl zweier Punkte (yz, oder zx, oder 
xy) definirt den zugehörigen dritten eindeutig. Wird dagegen ein Punkt. 
etwa x auf X allein fixirt, so giebt es unendlich viele Paare y, z, welche 
x zu einem Tripel ergänzen; die Gleichung f(x, y, 3) =0 zeigt, dass jeder 
Punkt x auf diese Weise eine, mit x veränderliche, projeetivische Bezie- 
hung der beiden anderen Punktreihen (Y, Z) hervorruft. Nennt man „einen 
Strahl S immer dann einem Punkte x zugehörig,” sobald die Schnittpunkte von S 
mit Y, Z den Punkt x zu einem '"Tripel ergänzen, so können wir sagen: „Ein 
Strahl S hat einen bestimmten zugehörigen Punkt, dagegen gehören zu x un- 
endlich viele Strahlen, welche einen Kegelsehnitt umhüllen.“ Sämmtliche so 
erhaltene Kegelschnitte X bilden eine Schaar mit vier „emeinschaftlichen 
Tangenten, welche leicht anzugeben sind. Schreibt man nämlich 
f(z,y,3) = &P(y,2)+2:.0(y, 3), 

so dass P, Q die Variable = nicht enthalten, so giebt es zwei Punktepaare 
(y,2), für welche P(y,z), Q(y,z) gleichzeitig zu Null werden. Diejenigen 
beiden Strahlen S, welche diese beiden Punktepaare von Y, Z enthalten, haben 
offenbar jeden Punkt x zum zugehörigen; folglich sind diese zwei Geraden 
Tangenten für alle Kegelschnitte X. Fügt man zu diesen noch die beiden 
selbstverständlichen Tangenten Y, Z, so erkennt man, dass in der That 
die obige Behauptung richtig ist. *) 

Da vermittelst der Gleichung f(x, y, z) = 0 die Punktreihe x auf die 
Schaar K projectivisch bezogen ist, so können wir die Thatsache, dass 


*) Vgl. Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, II. Theil, herausgegeben 
von H. Schroeter. Il. Auflage, pag. 226. 


35 * 
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f(z, y, 2) durch sieben Nulltripel bestimmt ist, auch in den bekannten Satz 
formuliren: 

„Sind eine geradlinige Punktreihe z(A) und zwei Geraden Y, Z 
gegeben, so giebt es zwei Geraden T, T’ derart, dass die sieben Kegel 
schnitte der Schaar (YZTT'), welche resp. die sieben gegebenen Strahlen 
S,8,...8, berühren, projeetivisch sind den sieben gegebenen Punkten x’ x... r 
der Punktreihe X."*) Da aber, wie oben gezeigt wurde, aus fünf Nulltripeln 
stets ein sechstes folgt, so hat man auch den bemerkenswerthen 

Satz: „Sind zu den Geraden X, Y, Z nur fünf Punkte z'=’...ı 
(auf X) und fünf Strahlen S,S,...S;, gegeben, so giebt es eine doppelte 
Mannigfaltiskeit von Geradenpaaren T, T derart, dass die Beziehung 

«'c’aatr’) x (YZTT)(S,89,8,8,S; 
stattfindet. Aber es giebt einen sechsten Punkt x” und einen sechsten Strahl S,, 
so dass, wie immer die beiden Tangenten TT gewählt werden mögen, stets 
der dem Punkte x’ entsprechende Kegelschnitt die Gerade S, zur Tangente hat.“ 

Hieraus folgt, dass aus sechs willkürlich gewählten Punkten x' x’... 
und zugehörigen Strahlen S,S,...S, unendlich viele siebente Paare siel 
folgern lassen, derart, dass solche sieben Paare nicht geeignet sind, die Form 
f(x, y, 3) und auch die fehlenden zwei Tangenten T, T' der Kegelschnittschaar 
zu bestimmen. 

Die Bedingung dafür, dass drei Punkte x, y, 3 in einer Geraden 
liegen, stellt sich ebenfalls als trilineare Gleichung dar. Denn fixirt man 
in X, Y, Z je zwei Punkte «a, 2’, yy' und nennt deren Coordinaten, aut 
ein beliebiges Dreieck in der Ebene bezogen, resp. 0,0303, ... Yı9aY 3, X 
darf als Punkt x von X derjenige angesehen werden, dessen trilineare Uoor- 
dinaten 2,0,+2,e; sind und ähnlich für y, z. Die Bedingung dafür, dass 
x, y, 3 in einer Geraden liegen, ist aber dann gegeben dureh: 

F(z, Y; 3) = +(z, + % 0) (Yıßa + 9/9) (3,9342: 73) =V, 
Aus der Bedeutung des abhängigen Systems von sechs Punkttripeln folgt daher: 

Satz: „Liegen fünf Nulltripel (einer trilinearen Form fx, y, 3)) xy: 
je in fünf Geraden S, (so dass immer «’y'z' in S, liegen), so liegen auch 
die drei Punkte des abhängigen sechsten Tripels in einer Geraden.“ 

Da zwei Formen unendlich viele (von denen sechs unabhängige 


»‘ 


*) Vgl. Kortum, Ueber geom. Aufgaben dritten und vierten Grades (Bonn 1869), 
pag. 50 fl. 
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Nulltripel gemein haben, so folgt dureh Verbindung einer Form fx, y, 2) 


mit F(x, y, 2) der 

Satz: „Unter der doppelten Mannigfaltigkeit von Tripeln einer Form / 
ojebt es unendlich viele solcher, deren drei Punkte in eine Gerade S zu liegen 
kommen, dieselben sind eine Folge von sechs unter ihnen. Die Strahlen S 
umhüllen eine Curve dritter Classe, welche X, Y, Z zu Tangenten hat.“ 

Hält man dies mit dem obigen Satze zusammen, so ergiebt sich der 
bekannte Satz, dass alle Curven dritter Clässe, welche acht Tangenten ge- 
meinsam haben, stets noch eine neunte Gerade berühren. 

Breslau, April 1879. 


Beweis eines Satzes von Biemann über 
3-Charakteristiken. 


(Von Herrn Hermann Stahl.) 


In einer Abhandlung über das Additionstheorem der 9- Funetion 
(Seite 117 dieses Bandes) habe ich einen Satz von Riemann über Charakte- 
ristiken benutzt, der für die T'heorie der 9 und der Abelschen Funetionen 
von Wichtigkeit ist. Von diesem Satze liegen zwei Beweise vor, einer von 
Herrn Prym *), der auf Untersuchung der hyperelliptischen 9-Funetionen 
beruht, und ein zweiter von Herrn Schottky "”), der den Satz in speeieiler 
Form wiedergiebt. Die folgenden Zeilen haben den Zweck, einen einfachen 
und allgemeinen Beweis zu liefern, der die Bedingungen des Satzes deut- 
lich hervortreten lässt. 

Die allgemeine Charakteristik a, einer 9-Funetion mit p Variablen 
ist ein Zahleneomplex der Form 

(1. een), 

in dem jede der Zahlen r“ oder s“ den Werth O0 oder 1 hat. Die Cha- 
rakteristik a, heisst gerade oder ungerade, je nach dem der Werth 


J 


2.) L,= FE: rs” =0 oder l (mod. 2). 
1 


Giebt man den r' und s® auf alle möglichen Arten den Werth 0 oder 1. 
so findet man für die Zahl der Charakteristiken überhaupt, für die der 


*) Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Denkschr. der 
schweizer. naturforsch. Geselischaft. Bd. XXI. (Zürich 1866) $. 12 und 13. 

*#=) Abriss einer Theorie der Abelschen Funetionen von drei Variabeln. Habilit. 
Schrift. Breslau 1878. 
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geraden und die der ungeraden Charakteristiken resp. die Werthe 
(3.) 27, 2P'(2r+1), 2ri(2r—1). 
Für das gegenseitige Verhalten zweier Charakteristiken a, und a, ist der 
Werth bestimmend 
/ N r 4 ; y f 7 
(4) K,.,= Ei(r® sd Le) 9), 
1 
der ebenfalls stets mod. 2 zu nehmen ist: für = u hat man 
er \ ai 
(B. K,,=2L,;,=V®. 
bezeichnet man eine aus mehreren Charakteristiken «a, «a,, ... durch Addition 
der entsprechenden Elemente r und s zusammengesetzte Charakteristik dureh 
A,,., 80 Ist 


| Lm...im.. aus L, + Lu + = + K,, + Pe 


(6.) h _ > £ 
Ser | en. 20;. ug K, + Ki. + .- Kt Ku 7 U 
Es sei nun ein System von 2p Uharakteristiken gegeben 
7) ="), =lr"ER), ... 0,5 (rl AECP) 


-p 
unter der Voraussetzung, dass zwischen je zwei Charakteristiken a, und «, 


desselben die Beziehung gelte 


(8.) K,, Bl 


salLE..3>)*) 

Durch Zusammensetzung lässt sich aus den Charakteristiken (7.) eine Reihe 
neuer Charakteristiken bilden; es zeigt sich zunächst, dass man hierbei nie- 
mals die Charakterisük (00...,00...) erhält, oder dass die 2p Charakte- 
ristiken (7.) linear unabhängig sind. Mit Rücksicht auf (8.) ist nämlich 


Ko... =v-l Kun =rv-2. 


Diese Werthe »—1 und v—2 sind aber nicht gleichzeitig =0 (mod. 2). 
was der Fall sein müsste, wenn a», = (V...0) wäre. 


Wir bezeichnen nunmehr die Summe der 2» Charakteristiken (7.) mit 


4,,,1, Setzen also 


’ 2p +1 
(9.) Sa =U\. 
l 


Die Charakteristik a,,,, steht wiederum zu jeder der Charakteristiken (7. 
in der Beziehung (8.); in der That ist für jedes = 1, 2, ... 2p 
K2»ı=KutK,+ +K user -l1=1l. 

Hiernach können die 2p-+1 Charakteristiken a, @, ... @,;. beliebig unter 
einander vertauscht werden. Setzen wir eine Charakteristik aus irgend « 
ungeraden und v geraden unter den 2p+1 Charakteristiken a zusammen 
und bezeichnen dieselbe durch 


u v 
10.)  u+Ng, 
so ist diese Form nach (6.) gerade oder ungerade, je nachdem 


J 


*) Aus diesen Bedingungen ergiebt sich leicht, dass die aus den Elementen (rs) 
der 2p Charakteristiken (7.) gebildete, 2p-reihige Determinante = 1 (mod. 2) ist. 
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a1) #4 et ateD _ ran 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Seien nun » von den 2p-+1 Charakteristiken ungerade und bezeichnen 
wir die Summe derselben oder, was nach (9.) dasselbe, die Summe der 
2p+1—n geraden Charakteristiken durch A, indem wir setzen 


\ n 2p t 1 n 
1) A= 2ı= } g 
Bilden wir aus A und den a,, @,, ... @,,, folgende Reihe von Charakteristiken 
l 


p p—1 
13.) A+y, A+y, ... A+z, A+z, 4, 


u I ) 
wo 5 die Combination von beliebigen © unter den Charakteristiken 
Ay, Ayy =». A,,ı bezeichnet, so ist der Charakter der Formen (13.) nach 
dem vorigen leicht zu bestimmen. Höhere Combinationen als die pt® sind 


. on . . 2 ! 2p-+i— ’ 
nicht zu berücksichtigen, da nach (9.) A+ x =A+ 5 . Das allgemeine 


Glied A+ 3 der Reihe (13.) hat verschiedene Form, je nachdem 5 Uha- 
rakteristiken enthält, die bereits in A vorkommen und sieh aufheben, oder 
solehe, die in A nicht vorkommen und hinzutreten. Diese Formen sind, 
wenn wir Ya für A schreiben, 

n i n—1 i—] n—? i—?2 | -n-+1 N 
Zzu+25 Zuris Zer2s ::-: Zur 24 39 
Vergleichen wir diese Formen mit (10.), so erhalten die sie charakteri- 

sirenden Zahlen (11.) die Werthe 


14 (n-Hi)’+(n—i) (n-Hi— 2)’ +(n—i) G—n-+2)’-+(n—i) (i—n)+(n—i) 
Be 2 e 2 ERfr ıe, 2 2 
Da nun die Differenz je zweier dieser Zahlen = 0 (mod. 2), so folet, 


dass alle Charakteristiken von der Form A-+,_ von demselben Charakter 

sind. Ferner ist der Charakter der Formen A+$ bestimmt dureh 

EA amininn ern | 

(ni +m-i+2). 
2 


den Zahlen (14.) ergiebt, dass die Formen A+y und A+,y von entgegen- 


und der der Formen A+ N dureh die Zahl 


Die Vergleichung dieser Werthe unter sieh und mit 


) 


gesetztem Charakter sind, ebenso die Formen A+y und A+y, dagegen 


nz 


ee ‚i+2 i—? ; 
die Formen A+y und A+y von gleichem Charakter. Da nun nach (9.) 


p BE x . . e . ’ . 
A+,> und A+y von gleichem Charakter sind, so ziehen wir den Schluss: 


Die Formen (13.) zerfallen in zwei Gruppen von entgegengesetztem Cha- 
rakter, nämlich, wenn &=0, 1, 2, ... in 


L. p p-4a—3 pm —i 
(15.) A +); A r P: D) A + ; 
r p da —1l p—ta—? 
und ‚16.) A+5 , A+ 
Es bleibt also nur noch der Charakter irgend einer dieser Formen fest- 
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zustellen. Zu diesem Zweck bestimmen wir die Zahl der sämmtlichen in 
den Formen (13.). (15.) und (16.) enthaltenen Charakteristiken. Bezeichnet 
man diese Zahlen resp. durch «,, P,, Y,, 50 folgt, da die Zahl der in der 
F'orm AH enthaltenen Charakteristiken der Binomialeoeffieient (2p-+1), ist 
nach bekannter Bildung der Binomialeoeffieienten der (24-+1)ten Potenz aus 
denen der (2g—1)ten Potenz, dass 


/) FERN 2n de 
I?y + 4 u 2 ’, P, i» u; 2r, 
und folglich hat man, da oe, = P,+7, 


(11) ,=2#%, A-2724), ,„e2rrtr—]). 


Die Uebereinstimmung dieser Zahlen mit den Zahlen (3.) beweist, «dass 
die Formen (15.) sämmtlich gerade, die Formen (16.) sämmtlich ungerade 
sein müssen. Da also auch die Zahlen (14) für ö=p gerade oder da 
n--D) +(n—p) | ; j a 
(np) "UZR —() (mod. 2), so ergiebt sich weiter, dass 

Au 


(18) s=p+4P (P=V0,12,...). 


Hiermit ist der folgende, von Riemann angegebene Satz bewiesen: 

Definirt man ein System von 2p Charakteristiken a (T.) durch die Be- 
dingung, dass zwischen je zweien derselben die Beziehung \8.) gelte, so lassen 
sich aus denselben sämmtliche übrigen Charakteristiken zusammensetzen und 
ihrem Charakter nach (ob gerade oder ungerade) bestimmen. Man bilde div 
Summe a;,,, der 2p Charakteristiken a, die ebenfalls zu jeder dieser Cha- 
rakteristiken in der Beziehung (8.) steht. Unter den 2p+1l Charakteristiken 
A, A 22. Ar,,ı befinden sich dann stets pt4P(P = 0,1,2,...) ungerade Cha- 
rakteristiken. DBezeichnet man die Summe derselben mit A und die Summ« 


von irgend i der 2p+1 Charakteristiken a mit 5, so sind sämmtliche geraden 
Charakteristiken enthalten in den Formen (15.) und sämmtliche ungeraden in 
den Formen (16.). 

Aus diesem Bildungsgesetz der Charakteristiken ergeben sich un 
mittelbar ein Paar Sätze, die, obgleich mehrfach angewandt, doch eines 
eigentlichen Beweises ermangeln; so der Satz, dass die Summe aller geraden 
Charakteristiken, und ebenso die aller ungeraden (0); ferner der >atz. 
dass die Anzahl der Zerlegungen einer gegebenen Charakteristik (mit Aus 
nahme der (0)) in zwei andere, nämlich entweder in zwei gerade, oder zwei 
ungerade oder je eine gerade und eine ungerade für alle Charakteristiken 
dieselbe ist; woraus für diese Zahlen die Werthe folgen 


re ae P, ‚=2"(2’’+1), IR 2P(2r-'_]), 
d.h. die Werthe (17.) gebildet für p—1l; u. a. m. 


Berlin, August 1879. 
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Lecons sur les fonetions doublement periodiques faites 


en 1847 par M. J. Liowville *). 


Premiere partie. Theorie generale. 
1. 


Une fonetion doublement periodique qui ne devient jamais infinie est impossible. 


\ ; Tr ; . ie i 
Tnso reme |]. Soit 3=2+yVY-—1 une variable imaginaire representee 


geometriquement par le point dont les coordonnees rectangulaires sont x, y: 
soit f(z) une fonction bien determinee, continue (c’est-a-dire qui ne passe pas 


brusquement d’une valeur finie ü une autre qui en differe d’une quantite finie) 


*) Lorsque dans la premiere moitie de lannde 1847 jai fait un sejour A Paris en 
meme temps que mon ami bien regrett@ Ferdinand Joachimsthal, M. Liouville a bien 
voulu nous faire chez lui & nous deux quelques lecons sur sa methode de traiter la 
theorie des fonctions doublement periodiques. 

J'ai reeueilli les lecons de M. Liourille, et lorsque, retourne ä Berlin, j’en avais 
acheve la redaction, je ui ai fait parvenir une copie de mon manuserit qu’il m’a 
autorise de communiquer a Jacobi et & Lejeune-Dirichlet. Cest ce möme manuserit 
dont M. Liouville a donne la table des matieres (Comptes rendus de l’Academie des 
Sciences t. XXXII p. 452) 

Quoique depuis longtemps le fond des recherches de M. Liouville soit eonnu, 
on nen possede pourtant pas de r&edaction authentique. Cette eirconstance a donne 
occasion & plusieurs de mes amis de m’exprimer leur avis que encore aujourd’hui 


Je ferais quelque chose d’utile a la science en faisant imprimer mon aneien manuserit 


contenant les legons de M. Liouville de 1847. Je me conforme ä leur desir apres avoir 
obtenu pour cette publication l’assentiment de lillustre auteur des recherehes dont il sagit. 

En communiquant aux geometres un travail fait il y a plus de trente ans et 
sans lintention de le faire imprimer, je erois neanmoins pouvoir assurer qu’en gendral 
ma redaction reproduit fid&lement les lecons de M. Lioueille. Elle en differe toute- 
fois, comme Ton verra, dans la demonstration du theor&me fondamental suivant: 

il est impossible qu’une fonction doublement periodique reste toujours finie, 
ä moins qu’elle ne se reduise A une constante, 
theor&me qui forme la base de la methode de M. Liouville. 

La demonstration de ce theor&eme donnde par M. Liouville et que je n’ai fait 
quindiquer brievement, a &t@ remplacee dans ma rädaction par la d&monstration d’un 
theor&me plus general, qui ne se rapporte pas exelusivement aux fonetions doublement 
periodiques et d’oü decoule comme corollaire le theoreme Enone& ei-dessus. 

©. W. Borchard!i. 
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et telle que, pour les valeurs de z qui appartiennent aux points situes dans 
interieur de la courbe fermee K, elle prenne toutes les valeurs dont elle est 
susceptible pour des valeurs quelconques de 2; cela pose, je dis quil y aura 
au moins une valeur de z, situee dans linterieur de K, pour laquelle f(2) = +x. 
a moins que f(z) ne soil = constante. 

Supposons que f(z) ne puisse devenir =+®» et exceluons le cas 
de f(z) = eonstante, alors le module M(x, y) de la quantit@ imaginaire 
f(z) sera toujours au-dessous d’une certaine limite A qui represente la va- 
leur maximum de M(z,y). Et puisque, d’apres U’hypothese, f(z) prend toutes 
ses valeurs dans liinterieur de la courbe X, il y aura au moins un poin! 
(2, 9.) dans linterieur de cette eourbe, pour lequel le module M(x, y) de 
f(z) prend sa valeur maximum A. Done il faudra que pour toutes les 
valeurs de x et de y la difference 
M (x, y)—M (z,, yo) = fe + yVY—-1)f(e-yY-1)- ft y Y-Dfo—yVY—1) 
soit negative, ce qui est absurde. Car si l’on pose 

z=mtEeh, y=yHtek, 
e representant une quantite infiniment petite, on voit aisement (par un rai- 
sonnement analogue & celui par lequel Cauchy prouve l'existence des racines 
des Eequations algebriques, Cours d’analvse pag. 337 et 335) que la difference 
dont il s’agit ne peut &tre du m&@me signe pour toutes les valeurs possibles 
de h et de &. 

Il est done impossible que f(z) reste toujours fini, par eonsdquent il 
y aura une valeur au moins dans liinterieur de K, pour laquelle f(3) = +x. 
a moins que f(z) ne se reduise A une constante. 


Soit p(z) une fonction doublement periodique aux indices de perio- 

dieite 2w, 2w', de sorte que 
p)= Y(s+20) = Yp(s+2W)), 
alors p(z) prendra toutes ses valeurs lorsqu’on attribue & z les valeurs 
contenues dans la formule 
3 = 2, tuw+tuw 

’ ou . " EN Y . ’ 
a et « variant depuis —1 jusqu’a +1. es valeurs appartiennent aux 
points situes dans l’interieur du parallelogramme dont les sommets cor- 
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respondent aux valeurs 


' ' ' ' ei ' 
2-00, 2-0 +0, Z2trW—w, 30 +W, 


done g(z) sera de la elasse des fonetions, auxquelles se rapporte le theo- 
reme I. Par eonsequent on tire de ce theor&me le suivant 

Corollaire 1. Il est impossible qu une fonction doublement perio- 
dique reste toujours finie, ü moins quelle ne se reduise a une constante. 

(M. Liouville &tablit ce th&eoreme par le developpement de p(z,+uw+u'w') 


“ x . . . j U a) » 
d’apres les sinus et les eosinus des multiples de —- En se fondant sur 


gt 
ee postulatum *) qu’une fonetion f(e+yVY—1) qui pour chaque valeur deter- 
minde de y reste invariable quel que soit x, ne peut ätre qu’une constante, 
M. Lioueille prouve que le developpement en question ne represente pas 
seulement (2, +uw+uw') pour des valeurs reelles, mais aussi pour des 
valeurs imaginaires queleonques de a. Done pour des valeurs queleonques 
de z la fonction g(z) est developpable en une serie de sinus et de cosinus 


. @ . . or ’ „. 
des multiples de — 2. Mais on voit aisement quune telle serie ne peut 


d 


avoir un second indiece de pe£riodieite 20'.) 


Puisque la fonetion doublement periodique p(z) ne peut rester finie 
pour toutes les valeurs de z, et quelle prend toutes ses valeurs lorsqu’on 
attribue & 3 les valeurs contenues dans la formule 


h u u=+1, "= +1} 
3 = ztuw-+tuw, E: 
ar u=—,W= —1j 


il y aura dans l’ensemble de ces valeurs de z necessairement un certain 
nombre de valeurs, pour lesquelles (3) = +», et l’on voit aisement que 
le nombre de ces valeurs est independant de la valeur arbitraire z,. On 
peut done elasser les fonetions doublement p£riodiques d’apres le nombre 
des racines de l’&quation 

ga tuwt+uo) = +%, 
qui se trouvent entre les limites 


u == 4, = +1} 
tu= —I1, uw 


u 


*) Ce postulatum a et admis par Jacobi dans sa demonstration du th&eoreme 
quune fonetion doublement periodique ne peut avoir deux indices reelles de periodieite. 


36 * 
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ou, ce qui est la m@me chose, d’apres le nombre des racines irreductibles 
une & lautre au moyen de laaddition de multiples des indices de perio- 
dieite 2w, 2w. On dira done qu’une fonction doublement periodique est ı 
un infini, & deux, & trois .... & » infinis, selon que le nombre de ces ra- 
eines irr&ductibles entre elles est Egal & 1, 2, 3,... m. 

Soit done „»(z) une fonetion doublement periodique et & z infinis, 
et solent 

—=aü, s=a, =, ... s=4,, 
les » racines de l’&quation 
92) =yatunmtWVo)= +, 
comprises entre les limites 
(u +1, W= +1} 


w= —il, = —1J’ 


quelques-unes des quantites «, &, ... &,_, pouvant coincider dans des cas 
partieuliers; alors, comme on sait, les constantes @, @, %, ...G 
peuvent toujours &tre determinees de maniere que la difference 


n—] 


PIC na Be ne en Zn 


3—0, D— 1 


ne devienne infinie ni pour3=e, nipour 3=@,2=&, ... ni enfin pour 





3=@,,, et dans le cas oü les quantites a,, @,, ... «, (au nombre de i 
coineident, la somme des fractions simples 

G 

nr 4 ih. . 

20, 23—0, —Ö6, 


doit &tre remplacde par celle-ei: 
li... RER... 


Designons par [y(z)] l’ensemble de ces » fractions simples et ajoutons ü 

cette notation, pour marquer le point de depart d’ou est comptee la periode 

de (2), la valeur de z, a laquelle se rapporte [p(z)], alors 
p(2)--[p(z)]” 

est une fonetion de z qui ne devient infinie pour aucune des valeurs 











ua 0 ju=+l, uv= +1 
= utTaw+uw, a I. 





L’expression rationnelle et fractionnaire [Yp(z)] qui joue un röle important 
dans le caleul des residus peut &tre appelee /a partie fractionnaire de y\:) 
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prise entre les limites de z, determindes par la formule 
.—— +H, Wo +4 


’ ! 
a =% uw uw | 
a or + ’ ul, w=- —i 


Apres cette convention sur le sens de la notation [Y(z)], le corollaire 1. 
peut €tre Enonc€ de la maniere suivante: 

Corollaire 2. Une fonction doublement periodique p(z), dont la 
partie fractionnaire 


[p(z)]* 


sevanouit, ne peut etre qu'une constante. 


On peut ajouter les theor&mes suivants relatifs A la notation [y(z)] 
et faciles A ve£rifier. 
1’. a, a, a,, ... designant des constantes on a 
aly(z)”"+a,|yp (2) +m[p(2)" +, = lay(z)+ta,y,(2)+a,p,(3)+::-]”. 
2°. Soit 





G G 
ai Butt ai inne en ... 
[p(z)] re 
alors 
Fo - 
‚(2% de Far. - Damear range” Ya 
Bo (3—a)” (z—a,) 
3. »oit 
fa G G, ) 
[p(2)] = “= a ie 
alors s 
(s)]) = — ++ +4, 
V ne renfermant que les puissances (n— 1)eme, (n— 2)ewe, (n— Z)tme, 
i e 1 1 
Bes. ERERER — , — 1. 
3—0 30, 
2. 


Une fonction doublement periodique A un seul infini est impossible. 

A lraide des prineipes etablis jusqu’ä present il est facile d’examiner 
les proprietes des fonetions doublement periodiques. Uonsiderons d’abord 
les fonetions doublement periodiques A un infini. Soit (z) une telle 
fonetion aux indices de periodieite 2w, 2w' et soit s=« la seule d’entre les 
valeurs 


u 


I 


3 = u tuw-+ uw u 
’ : u —, uw —1) 
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pour laquelle (2) = +». Alors la partie fractionnaire de p(z) prise entre 


ces limites est 


Pal = 


3— a 





ot G@ est une constante, definie par l’&quation 


G=lim(z—o)y(2), (3=e). 
Done en posant: 


su =3—-0=tl, 
on trouve; 


o_ @ 
Pa =[pta+H?= 8, 


par consequent ; est la partie fractionnaire de p(a+f) entre les limites 
w= +, W=+l} 


t= uw 'w' . 
ER, vw —1, wW= —1) 
En substituant —?t au lieu de £ on trouve 


[pyla-H] = — rs 


(4 G . » u » z A 
par consequent ——- est la partie fractionnaire de (@—#) entre les m&mes 


! 
limites. En ajoutant ces deux &quations on trouve 


[pla++gp(a-tN)] = 0 
et de lä (corollaire 2.): 
pla+t)+pla—t) = 2C, 
2C etant une constante. Done en posant 
fit) = pyla+l)-C, 
on aura 
fl = -f(-P. 
En combinant cette &quation avec les deux &quations 
fit+20) = fd, flt+2w) =f(h, 
on trouve 
f(o) = -f(o) = 0, 
fo) =-flo) =V, 
fo+o) = -f(vo+w)=(0. 
A present formons le produit 


Fit) = fihflt+w); 








Cs 


03) 
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— 


ce produit ne peut devenir =+x que quand Tun ou lautre des deux 


facteurs f(f), f(t+w) devient infini, e. a. d. pour les valeurs 
2mw+2m'w et »+2mw-+ 2mw' 
m et m’ representant des nombres entiers positifs ou negatifs. Done toutes 
les fois que le premier facteur est infini le second s’evanouit et vice versa: 
et puisque linfini n’est qu’un infini simple, la limite du produit sera ne- 
cessairement une valeur finie. Par suite F(t) est une fonetion doublement 
periodique qui ne devient jamais infinie, e. a. d. F(f) est une constante 
(eorollaire 1.) et l’on a: 
fOdflt+w) = k; 
de la m&me maniere on prouve que 
födft+w) = K, 
fi) fit+w-+w) =, 
k, k', k" representant des constantes. Dans la troisieme de ces dquations 
remplagons Z par f+w, nous trouverons: 
fit+w\flt+w) = Kk"; 
mais en multipliant les deux premieres on a: 
fin) fit+w)fit+w) = kK 


2 
done: 
kk' 
} 12 
fi) > k' 
contre V’hypothese, puisque f(f) +doit e&tre = +x pour t=(0. Ainsi nous 


sommes parvenu & cette conelusion: 
Une fonction doublement periodique et ü un seul infini est impossible. 
En reunissant ce resultat aux corollaires 1. et 2. du theoreme I. on 
trouve le 
Theoreme Il. Une fonction doublement periodique a un seul infini 
tout au plus ne peut etre quune constante. 
Ce theoreme peut aussi Etre Enonce sous la forme suivante: 
Soit p(z) une fonction doublement periodique et sa partie fractionnaire 
donnee par lequation 
[p(z)] = A: , 
2 3—0 


alors il faut qu’on ait en meme temps: 


G=0, (2) = constante. 
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3. 


Fonetions doublement periodiques a deux infinis. Leurs proprietes fondamentales, 


Apres avoir demontre que des fonctions doublement periodiques } 
un seul infini sont impossibles, nous aurons & examiner s’il y a des fonetions 


doublement periodiques & deux infinis. — La plus courte voie d’en d£- 
montrer l’existence est celle de la formation de ces fonetions. — Soit 

f 1 

f@) = 





008 (s—h)— cos h' 
w w 


alors f(z) est une fonction simplement periodique & l’indice de periodieite 
2w et aux deux infinis 

z=a=h+h, z=P=h-h, 
f(z2) est done = +% pour toutes les valeurs de z contenues dans les formules: 


z3=a+2mw, z=P+2mw. 
A present posons 


pi) = E fis+2iw)), 


= 
alors p(z) est une fonetion doublement periodique aux indices de p£riodieitd 
20, 2w' et aux deux infinis « et /, les valeurs pour lesquelles (3) = +x 
etant contenues dans les formules 
3 = a+2mw-+2mw, z= P+2mw-+ 2m'w' 

ou m, m’ designent des nombres entiers queleonques positifs ou negatifs. 

Cette formation d’une fonetion doublement periodique p(z) A deux 
infinis «@ et # nous montre tout & la fois que les valeurs de @ et de / sont 
entierement arbitraires de telle sorte qu’une fonetion p(z) formde de la 
maniere indiquee corresponde & une combinaison queleonque de deux va- 
leurs @, %. — Du reste dans ce qui suit nous ferons abstraction de ce 
developpement des fonetions doublement periodiques A deux infinis, et nous 
etudierons leurs proprietes en nous servant seulement des prineipes genk- 
raux etablis jusqu’a present. 


Soit p(z) une fonetion doublement periodique aux deux indiees de 
periodieite 20, 2w' et ä deux infinis. Soient « et ? les deux valeurs de 3 
entre les limites 
v=-+H,W= +1 


s =, tuwo+tuw, ” 


| 


1, „= —I1 
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pour lesquelles 9(2@)=+x. 
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Soit 9,(z) une seconde fonetion doublement 


periodique aux m@mes indices de periodieite 20, 20° et aux m&mes infinis 


a, 2; eela pose, on aura 


. (Fr 
Re 


Ip, (2) |’ ni vr gr 


done 
Ende - 
et de la (theoreme II.): 


Gy,(2)—-G,y(z) = 
ou en posant 
5; 


p,(2) = Cyp(z 


GH, —G,H 
"a v 


constante, 


)+C, 


resultat qui peut &tre Enonee de Ja maniere suivante: 


Etant donnee une fonction doublement 


periodique g(z) aux deux indices 


de periodicite 2w, 2w' et aux deux infinis «, P, toute fonction doublement 


periodique Y,(z) aux memes indices de periodieite et aux mömes infinis est 


de la forme 


0 et Ü designant des constantes. 


+ 


(a.) p,(2) = Cy(z)+C 


A T’aide de ce resultat on peut r&esoudre le probleme de determiner 
le nombre des racines (irr&ductibles l’une A lautre) de l’&quation (2) = 0. 
Ce nombre doit &tre au moins egal A deux, car chaque racine de p(z) = V 


est en m&me temps un infini de et 


1 
4@)' 


au moins deux infinis, elle se reduirait } 


. » . | “ . 
si la fonetion — — mavait pas 


p(2) 


ı une constante (theoreme II. ). 


l/equation p(z) = 0 aura done entre les limites 


\u— 
ss = tuwtuw, u 


41,!.=-+1} 


1, „= —1) 


au moins deux racines a, b. Mais il nous faut examiner, si elle peut en 


avoir une troisieme ce. 


Soit u(z) une fonetion doublement periodique aux indices de p£rio- 
dieite 20, 2w’ et aux deux infinis a, b, alors la forme generale des fonctions 
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assujetties aux m&mes conditions est: 
Cy@)+C; 
posons 
= —C.y(a), 

yı(3) = Ciy(@)-v(e)) 

et formons le produit 
p(3).wı(2). 
Chaque facteur n’ayant que deux infinis, le produit ne peut en avoir que 
quatre, savoir: 
0, ß, a, b, 

mais pour 3=a, 3=b, Y(z) s’evanouit tandis que %,(z) devient infini, et 
pour s=e, w,(z) s’evanouit tandis que p(z) devient inflni, done le produit 
reste fini pour z=a, 3=b et 3=o. Ce produit serait done au seul infini 
=, ce qui est impossible, done (th&eoreme II.): 

p(z2).yw,(z2) = constante, 
ainsi les racines de (z)=0 sont en m&me temps les racines de y,(3)=+x, 
mais w,(z) n’a que les deux infinis a, b (par hypothese), done l’equation 
p(z)=0 ma que les deux racines a, b et ne peut en avoir une troisieme. 
Cela nous fournit le 

Theor&eme Ill. Une fonction doublement periodique qui devient in- 

finie pour deux valeurs irreductibles, sevanouit aussi pour deux valeurs irre- 
ductibles. 


Soit Y(z) une fonetion doublement periodique aux deux indices de 
periodicite 2w, 2w' et aux deux infinis «, £, la fonetion p(@a+ß—z) aura 
les m&@mes infinis, «, ß, done: 

p(3) = Cyla+P—32)+C; 
cette @quation subsistant pour une valeur quelconque de z mettons a-+P—: 
au lieu de z, nous aurons 


p(a+P—3) = Cy(z)+C 
et de la: 
1+0) |p(2)-ple+Pß-2)| =. 


Done on aura ou: 


y(3) = y(a+P—z) 
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ou: 


C= -—1 
ec. dd. 
p(3)+Yp(a+ß-z) =. 
Mais la seconde hypothese est inadmissible: en effet soit 


«+ ß a+Pß ) N 
= 57.4, HH) IC =) 


alors on aurait 
ft) = -f(-8) 
equation qui combinee avec f(t) = f(t+2w) = f(t+2w') fournit: 
f()=f(o)= flo) =f(w+w')=(. 
L’&quation f(l)=0 aurait ainsi quatre racines irr&duetibles, tandis que 
fü=+% wen a que deux, ce qui est impossible d’apres le th&or&me III. 
Par cons@quent il faut qu’on ait 
1) gl) = pla+ß-—-z) 


ce qui est une &quation fondamentale. 


Soit i 
=: G H 
[p (z)] eg 


ß 
Aux valeurs de z contenues dans la formule 


;= tuot ua), " . = “ “ Er 

correspondent les m&mes valeurs de @+/—z, done en posant @+P—z au 
lieu de z on trouve la partie fractionnaire de p(@+ß-—z) entre les m&mes 
limites egale & 


a + ß 


if H G 
a  —  __ IHN... ARE 
[p(e+P—2)] rg 
Ges deux quantites etant egales d’apres l’&quation (1.) on en conelut 


H=—G, 
done: la partie fractionnaire de la fonction doublement periodique a deux in- 
finis p(z) est 

\ ._ 1 1 I 

2) [pi] = re 


( designant une constente. 
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On peut se servir de l’@quation (1.) pour en deduire une relation 
qui existe entre les quatre valeurs «, A et a, b qui font respectivement 


plz) = tx et p(z) =0. En effet, puisque est une fonetion aux 


p(z) 


deux infinis a, b, on a d’apres l’&quation (1.) 


done en posant 


on a en m&me temps 
p(2)=Ylo-2), Yl2)=Yp(s—2) 
et de la: 
p(2) = y(0o—s+2z), 
par eonsequent la difference o—s doit &tre de la forme 
o—s = 2mw-+2m'w', 


m, m’ designant des nombres entiers; ainsi, en supprimant les multiples des 
indices de periodieite, on peut poser 

(3.) a+9 = a-+b, 
c’est-a-dire: 

La somme des deux valeurs, pour lesquelles une fonction doublement 
periodique “a deux infinis devient infinie, est egale ü la somme des deus 
voleurs, pour lesquelles la meme fonction secanouit, ou n’en differe que de 
multiples des indices de periodiecite. 

On voit aisement qua llexception du seul cas otı Yon a en mäme 
temps @=P et a=b, la valeur de z, peut m&me toujours &tre choisie 
de maniere que, les valeurs de «, ?, a, b &tant prises entre les limites 
w=+1,wW=-+Il} 


u=—l uwW=—1) 


, 


=, tao+uw, 








la difference 0 —s = @+P—(a-+b) soit egale A des multiples pairs des indices 
de periodieite. Done, en supprimant ces multiples, on pourra m&me poser 


a+P _ a+b 
- elle: une 


Soit donnee une fonction doublement periodique w(z) aux deux 
indices de periodieite 20, 2w' et aux deux infinis «, v; & Vaide de cette 
fonction il est aise de former une fonction Y(z) aux m&mes indices de 





Ion 


ent 


IUX 


les 


ont 
ur 


de 


sie 


‚e@T 





indices de periodieite que w(z) et aux deux infinis «, P, d’apres l’&quation 
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periodieite, qui ait les infinis donnes «, 5 et qui s’@vanouisse pour les valeurs 


egalement donndees a, b=a+P-—a. A cet effet on m’a qu’ä poser 


vw(s+h)— w(h') 


(p Z = 
p\2) w(z—+h)— w(h”) 


et si l/’on determine convenablement les constantes h, h, h”, p(z) sera la 


> 


fonetion cherchee. En effet, pour cela on n’a qua faire 


h" = !u+v+a—P), 
' : 

h = Yu+v+a—b), 

h = 4u+v—a—P), 


— IKu+r—a—b). 
Lidentite des deux valeurs de A exige que Von ait, & des multiples de 


2 et de 20 pres: 


egalit@ quil est possible en general de satisfaire, comme nous l’avons vu 
plus haut. — Ües formules eontiennent le r&sultat suivant: 

Une fonction doublement periodique aux deux indices de periodieit: 
2w, 20 et a deux infinis elant donnee, toutes les autres en sont des fonctions 


ralionnelles lincaires el fractionnavres. 


4, 


Fonctions doublement periodiques ä plusieurs infinis. Leur developpement en 
sommes et en produits de fonctions doublement periodiques A deux infinis. 


+ 


Les fonetions doublement periodiques A deux infinis ne sont pas 
seulement les plus simples fonctions de ce genre, mais elles forment en 
m&eme temps les elements, dont se eomposent algebriquement les fonetions 
doublement periodiques a plusieurs infinis. 

Soit w(z) une fonetion doublement periodique prise dans toute sa 
seneralite, et soient @, @,, &, ... ses infinis irreductibles Yun & Yautre, 


alors on a 


f A 1 ) ) 
a er + Ber u 


@& s—— 0 —— 0, 


Designons par (3; «,,P) une fonction doublement periodique aux m&mes 
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(2.) on aura 























G G 
[p(3; 0, @,)] yo Per rn , 
G G 
Be — = u 
a G, 
[P(2; 0, )] = er a re 
et ainsi de suite. Done en posant 
A 
B, ad G' 
AHA 
B, = De 
B, = 4 eh, 


3 


etc. etc., 
on a: 








[w(z)] = Bıly(3; e, &)]+B.[p(2; 0, )]+B,[p(2; &, )]+-- 


et de la: 


(4) w(z) = B+B,y(2; a,a,)+B,Y(2; &,,@)+B;p(2; 0, 0,)-+ +. 


Dans le cas particulier, ou l’on a 


A,=-A 4=-4,, ete. 
on trouve 
B.=B,=B, =. =0 
et l’&quation (4.) se reduit & 


w(z2) = B+B,y(z2; a, a,)+B;Y(2; &, 0,)+**-. 
Done: une foncetion w(z) aux 2r infinis &, &, ... &_1, Ps Pu +» 


la partie fractionnaire est egale & 








4 4, A,„-ı 

[v@)] "rn 3 — 0 u 3—0, ” erg 
a OWE ' a An 2 Au-ı 

ins ß s—Pß, . ß —1 


. Pu, dont 


peut toujours &tre representee par la somme de » fonetions A deux infinis, 


savoIr: 


5.) va) = Ü+Cylz;a,P)+C,9 (3 a, P)+ "+0,19 (3; %_n Pa-ı)- 


Les fonetions doublement periodiques A plusieurs infinis compor- 


tent un second developpement en fonctions doublement periodiques A 





MT 


T- 
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deux infinis. Ce developpement se presente sous la forme d’un produit. 
Il fournit en m&me temps la demonstration d’une proposition gen£rale 
analogue & celle qui, pour les fonctions doublement periodiques A deux 
infinis, est contenue dans le theor&me III. 


Soit w(z) une fonction doublement pe£riodique qui devient 


=t+x pour 3=0, 4, 0 ... 


= 0) pur s=6, du: :+:.: Kr 


Dans le cas ol ©<{r choisissons arbitrairement n—i—1 quantites «,, 
Ay ++ 4; determinons de plus les quantites 5b, b,, ... db, , d’apres 
les &quations *): 

b =a +0 -a, 

ı = % +b -—a, 


(6.) bb =% +, -@ 


6b, = %-Ft b,3— 4, 
Designons generalement par p(z; «,; a,b) une fonction doublement perio- 
dique aux m&mes indices de periodieite que w(z), aux deux infinis «, £ 
et aux deux zeros a, b=a+P-—a, et formons le produit: 
(3) = y(2;0,0,;a,b).p(2;0.,b;a,b,).p(250;,b,5a,b,) ..p(25,_1,b,_3:4,_0._2). 
alors ®(z) ne deviendra ni infini ni zero pour aucune des valeurs b, 
by... db, ,; ear pour 3=b par exemple le premier facteur s’@vanouit, le 
second devient infini, done le produit reste fini et different de zero, pour 
3—=b, le second facteur s’evanonit, le troisieme devient infini, et ainsi de 
suite, done @(z) n’a que les infinis @, &,, &, ... @,_, et les zeros a, a, 
in 5 Mas A 
Considerons le rapport entre la fonction proposee ı(z) et le produit 
&(z), soit 
1. ©<{n, alors le rapport 
un 
v2) 
ne devient infini pour aucune des valeurs «, &,, &, ...%, „4, 4, @dy... @_;: 
done ce rapport ne devient jamais infini, ce qui est impossible & moins 
quil ne se reduise A une constante (corollaire 1. du theoreme 1... — Soit 


*) Les &equations (6.) doivent @tre entendues dans ce sens, que les valeurs des 
quantites b, b,, ... b„_2 sont & reduire & leur reste compris dans la periode dont il 
S’agit, ce qui se fait en ajoutant des multiples de 2w et de 2w. 
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2’. in, alors le rapport reeiproque 
w(5) 
© (%) 
ne peut devenir infini que pour z=b,_,, mais une fonetion doublement 
periodique A un seul infini tout au plus ne peut ötre qu’une constante 


(theoreme II.), done dans Yun et lautre cas lon a 
(7) vie) = Ca@l(z) 

C etant une eonstante. — De la on tire les conelusions suivantes: 

1’. Le nombre des racines (irr&ductibles) de l’equation w(z) = 0 est 
egal A celui de Yequation @(z)=0; mais ce nombre est =ö pour w(z 
(par hypothese), il est =» pour ®(z), done 

ep 

ce qui nous fournit le 

Theor&eme IV. Le nombre des racines irreductibles de lequation 


w(z) = 0 
est toujours egal a celui de l’equation 
u 3) = + Io 


quelle que soit la fonction doublement periodique w(z). 
2". Les fonetions w(z) et @(z) s’@vanouissent en m&me temps. 
mais on a 


v(z2)=0 pour les valeurs z=a, a, ad. ... da 





(| 


öö(z)—= 0) - - - se, u u :.: un D: 


done il faut que 
b 


Substituant cette valeur dans la derniere des equations (6.) et ajoutant 


ar By 
toutes ces dquations, on obtient: 

.) 0+ +++, = a+m+m+'-+a,_,, 
c’est-A-dire: 

La somme des valeurs pour lesquelles une fonction doublement perio- 
dique devient infinie, est egale ü la somme des valeurs, pour lesquelles la 
meme fonction s’evanouit ou men differe que de multiples des indices de 
periodicite. 

3.  Substituant la valeur de ®(z) dans l’equation (7.) et obser- 
vant que b, »=a,_,, eette @equation prend la forme: 

(7) w(z) = Ogy(z;a,o,,;,a,b)y(z2; a,b; a,b,)... (35 @,_. D,_3; 4, A,_1): 
done: 
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Une fonction doublement periodique quelconque w(z3) aux n infinis «a, 
Ay cc. &,_, el aux n 2Eros Aa, A,, ... A,_, peut toujours elre representee 
sous la forme d’un produit de n—1 fonctions a deux infinis. 


® Dans le cas partieulier oü, » etant pair, les infinis et les zeros de 
2; v(z) sont lies entre eux deux & deux par les &quations 

a+a = a-+a, 

%+0 = m+t4;, 

st ete. etc. 

2 le deuxieme, quatrieme, sixieme etc. facteur du produit (7.) devient egal a 
une eonstante, et la fonetion w(z) peut des lors &tre representee par un produit 
de - facteurs seulement. Done: 

Soit w(z) une fonction doublement periodique a 2n infinis de sorte que 
wet a een a. Mr DM Pr +»: Dan 
w(z) = 0 - Bu Be art ar eh 
et soit 
a +2 =@e +5, 
S. c + Pi = 4 + b,. 
e., + A, = &,+ b,.,;; 
cela pose, on a: 
9) ya) = Cy(z;a,P;a, b)Y(3; 0, Pı; a, bi)... P(25 ,_n An; nn du-M), 
C designant une constante. . . 
nt € 
>. 
Fonctions & un nombre pair d’infinis. Leur developpement en produits de 
fonctions ä trois infinis. 

E Soit w(z) une fonetion doublement periodique A un nombre pair 

1 d’infinis de sorte qu’on ait: 

le | Dee DB un BE a Ai hr Ba AD 

w(z) = 0 - guı 5 u Bi... 0, 6 re, 

l- et soit 


a+P,=0, a+b,=s. 
), Lorsque pour toutes les valeurs de © on a 0,=s,, l’&quation (9.) fournit 
le developpement de w(z) en produit de » facteurs A deux infinis. Lorsqu'au 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 4. 38 
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contraire la condition o,=s; ne subsiste plus, le developpement de w(z 
par le&quation (9.) n’est plus possible; mais on pourra y suppleer en 
remplacant les » facteurs & deux infinis par » facteurs & trois infinis. 

Soit 


ı9 


f;(3) une fonetion doublement periodique aux deux infnis 3=e@, P 
F;( 


(3) . . - 00 -  3=a, 0b 


ı 


et p, une constante quelconque, alors la fraction 
f:&) —-fi(p:) 
Fi@)—Fxp) 

est une fonction & trois infinis, car elle est 





= + 00 pour 3 = ü;, ß; et $; —P;; 
—=() - 23=4M,;, b; et 0,—P:;5 
par consequent le produit 


p - [a-fP), KO-hp) Oh) ,, Pa@— hp) 


 F@-F(p F@-—Fp) F@—Fip)  Fa-@)—Fa-ı(Pa-ı) 
possede 3% infinis et autant de zeros, renfermes dans les deux tableaux: 











(A.) Pe pour 3=a, 5; a, Pi - +. kn Pain 


== (0 - a = d, b; d,, b;; ... d„_ı; BD. 
et 


P=+ Ju u Aus er ER n—1 Pn-ı 
(B.) | r00 pt Tr 2 $ P; $ Pı, $ p N 


 =0 ® 3=0-pPp, OP ++. n-ı Pa-13 
mais on peut disposer des quantites p, pP, --- P„_ı de sorte que les infinis 
et les zeros du tableau (B.) se detruisent mutuellement. En effet, on peut 
satisfaire en m&me temps aux » &quations suivantes: 


5 
| 

“ 
| 


| -Pı; 
9 —Pı; 


L- 
| 
> 
\ 


On_2 Pr? Zi S„-1"Pa-13 
0,1 Pa-ı = 8 pP, 
car de ces &quations qui ne renferment que a»—1 inconnues, savoir les 


n—1 differences p,—P, Pr—Pıy »- Pa-ı Pu, une quelconque est la conse- 
quence des autres, ce que l’on rend €vident en formant leur somme: 


+0, + "+0,1 = sts +" +9 








re 


p: 


\ 
K 
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resultat identique d’apres l’&equation (8.). En resolvant ces &quations on 
parvient aux expressions suivantes: 


Pı Sun pPp+rSsı—0, 
p 3 = p+s +82 —(0+9), 
(10.) m» = p+sı +45 —-(0+0,+40), 


\Pa-ı = p+sı. +8: + +s.1-(0+ 9,+'++0,.). 
Done si V’on determine les quantites p,, Pa --- P„., d’apres les formules (10.), 
p y restant une quantite entierement arbitraire, les infinis et les zeros du 
tableau (B.) se detruisent et le produit ne conserve que les infinis et les 
zeros eontenus dans le tableau (A.), e. & d. les mömes que les infinis et les 
zeros de la fonction proposde (z), done le rapport de w(z) divise par P 
ne peut &tre qu’une constante, ce qui nous conduit A l’&quation: 


(11.) v(2) — ce. [Of r h@)-f, (P,) „is fn-ı(2) — fr 1 (Pn—ı) 


F@)-F(p) F@)-F,(p) Fa-ı@)—Fa-ı(pa-ı)' 
w(2), f(2), F(2), fı(2), Fı(2), ... designant des fonetions doublement perio- 
diques aux m&mes indices de periodieite et telles que 


„= ro por sa, PB au Ai +. un Ba 
w(z) = 0 - ii Em Boss an Br 
f(@)=4+% pour s=ao, ß, 
F(2)=+»x . z=a, b, 
et Pi, Pay » ++ Pn-ı Etant des quantites determindes par les &quations (10.), 
3 dans lesquelles 
t ,=a+ß, s:=a-+b,. 
Si en partieulier on pose 
md mia P=Pf='"=P, 1 
6m, = + =. b=b, = + =b_, 


on aura en m&eme temps: 


fa)= fh(@)= "= fh); 0=-95==0,|,, 
F(3) =F(2)=..- = F,„_-ı(8); u rg 
no —=ms, 
ar u = 4, 
pı =p+4, ‚pR=p+24, ... mM-=pt+(n—1)4, 
dou il resulte la proposition: 


IF Zu 
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Si w(z) est une fonetion doublement periodique & 2x infinis dont » sont 
= a et dont » sont = , et & 2n zeros, dont » sont =a et dont n sont =b, 
alors en designant par f(z) une fonction doublement periodique aux m&mes 
indices de periodieite et aux infinis @, f, et par F(z) une fonetion double- 
ment periodique aux m&mes indices de periodieite et aux infinis a, b, on 
aura pour w(z) le developpement suivant: 


12) va) = ca) O1 @+N .. FO—Io+a-N4) 


F(@3)—F(p) F@)—F(p+4)  F@)— F(p+(n—1)4) 
p €tant arbitraire, C une constante et 





h' ' 
4=a+b—-a—P= ucfe Fire 
6. 
Developpement des fonetions doublement periodiques en fractions de la forme — ErNYG) 


L 
(2) representant une fonetion doublement periodique ä deux infinis, '’(z) son quotient 


differentiel et Z, M, N des fonctions entieres de y(2). 
Soit ?(z) une fonetion doublement periodique & 2» infinis, dont n 
egaux & « et dont n egaux a /, Fa on a 


Bol datesst 


B B 
En ER SANT. WEHR 
BP" 2 @-A! 
Soit p (3) une fonetion doublement periodique aux m&mes indices de p£riodieitl 
et aux deux infinis «, P; alors: 








Ba Hm, 
[p'(@)] = -— a > Em 
Werl= Great 
7A tet 
DRO TO Er ni Hat 
r 


Hl) Ga tagt 
Or on peut toujours determiner deux constantes C, K de sorte que 
Ba) Cpl" Kipa" p (2) 





INt 
b 
10S 
le- 


on 


ent 


n 


lie 
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. . 1 
ne contienne plus les fraetions ——_, 
> Tue zZ — f 


que jusqu’a la puissance n—1. 
Par eonsequent, en posant 
P(z2) = Ciy(2)"+Kip(a)""p(ai+B,(2), 

$,(3) maura que 2» —2 infinis, dont n—1l egaux A « et dont n—1 egaux 
ı P. En repetant les m&mes operations on determinera deux nouvelles con- 
stantes C’, K’ de maniere que 

Ba) = CO Ip)" +K pl)" "Yu (2)+ P:(z) 
et que D,(z3) soit & 2» —4 infinis seulement, et ainsi de suite. En con- 
tinuant de la m@me maniere et substituant successivement les valeurs de 
$,(2), Px(2), ..., on parviendra finalement & representer P(z) sous la 
forme suivante: 

(13) (2) = M+Ny'(z) 

M et N etant des fonetions entieres de (2), Yune du degre n, l'autre du 
degre n—.2. 

A present soit w(z) une fonetion doublement periodique aux m&mes 
indices de periodieite que D(z) et p(z), et aux n infinis A, A, Ay... A. 
Formons le produit 

L = pa) IPyaR)-Pp (A). PR) Ph)! 
et multiplions Z par w(z), le resultat sera une nouvelle fonetion doublement 
periodique, qui ne sera plus infinie pour aucune des valeurs A, A, ... A, 
mais qui aura » infinis egaux & a et n egaux A . Par suite Lw(z) est 
une fonetion qui peut &tre representee comme $(z) sous la forme de l’equa- 
tion (13... On a done ’ 
Lw(z2)=M+Ny'(z), 
14) ya=TF® -P+0Qy a), 

L, M et N representant des fonctions entieres de (2), les deux premieres 
du degre n, la troisitme du degre n—2. 

En substituant @&+P—z au lieu de z dans l’&quation (14.), p(z) garde 
sa valeur tandis que 9’(z) change de signe ce qui donne: 


M—Nyo'z u, 
vw(a+ßP—z) = nn (3) =P-Oy (3) 





et de 1a: 


s y(a)+yYle+P—-3j) = =P, 


Hei) v(e+ß-3)] = Ye) = 0y@). 
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Il est bon de remarqguer quelques cas particuliers contenus dans Y&qua- 
tion (14.). 


1°. Si 
v(z) = v(a+ß—3), 
on a: 
v(z)= ei; N=V0. 
2’, Si au contraire 
v(3) = -wla+ß—32), 
on a: 


v@a)=7r(@, M=0. 
3°. Enfin si les quantites A, A,, ... 4,_, sont en nombre pair et 
que 5 d’entre elles sont =«, les autres =: on retombe sur le cas de 
l’equation (13.) et l’on a: 
y(@)=M+Ny(a), L=1. 


Seconde Partie. Applications. 
7. 


Determination du quotient differentiel des fonetions doublement periodiques ä deux 
infinis. Theore&me de l’addition pour les m&mes fonctions. Cas partieulier du 
sinus amplitudinis. 


Les resultats du dernier numero donnent avec la plus grande faeilite 
la determination du quotient differentiel et le theor&eme de l’addition des 
fonetions doublement periodiques & deux infinis. 

Soit Y(z) une fonction doublement periodique aux deux indices de 
periodicite 2w, 2w', aux infinis «a, ß et aux zeros a, b=a+ß-—a; en 
appliquant l’equation (14.) & la fonetion |p’(2)/”, on trouve d’abord L=i 
puisque g'(z) ainsi que son carre ne devient infini que pour 3=« et z=P. 
De plus on a 


p(2) y(a+ß—2), 
(3) = —Y(a+P—2), 
pa)” = Ipla+ß—z))"; 


Ey 2 


done on a dans ce cas 
N=(, 


ty (a) = M 
M designant une fonction entiere de Y(z), et comme l’equation ’(z) 





d 


le 


d 


fl 


ur m =) 
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a deux racines @gales & «@ et deux Egales A /, Ip)" = +" doit avoir 
quatre racines &gales & « et quatre Egales A ?, done M est du quatrieme 
degr& en p(z), ce qui nous conduit au resultat suivant: 


15.) pa) = Ayla) +Bp'@)+Cp(s)+Dy(@)+E, 
A,B, C, D, E etant des constantes. — On demontre aisement que dans 
le cas ot «=ß, on trouve A=(0). 


En appliquant l’&quation (14.) & la fonction 


ylarty), 
regardee comme fonetion de 3 seule, cette fonction etant = +x pour 
s+y=a, z4y=Pß, 
on trouve 
,=0—y, ,=ß-—y, 
L = !p@)-gla-y)) PD) -yA-Yl; 


BAGRENERENGEEN... > ©... :. SER 
Er) aeg ' 
M &tant fonction entiere de p(z) du second degre et N du degr& zero. 
Ainsi Von a: 
er 
a a Te TOT 
u, v, 0, rt etant des fonctions de y seule. 


+ 


done 





Considerons en particulier le cas, oü 


ya) = -Y(-2); 
cette Equation combinee avec l’equation 


p(2) = pla+Pß—3) 


98) = -Yla+ß+2)=Yl2(a+P)+3), 
done 2(«+Pß) est un indice de periodieit@ de Y(z), et l’on peut faire 
a+ßP=a+b=w, 
En posant 3=0, on trouve (0) = —g(0), par suite (0) doit &tre =0 ou 
=+%; oril est tout & fait arbitraire laquelle de ces deux hypotheses nous 
adoptons, car les equations auxquelles Y(z) satisfait sont &galement verifides 


46)’ 


donne 


par 


faisons done 








® 
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(0) = 0, 
alors on a 
a=0, b=w. 
L’equation Y(2) = —gY(—z) montre que, (3) eEtant = +® pourz=a, (z) 
doit &tre =+® aussi pour 3=—a, done il faut qw'on ait, & des multiples 
des indices de periodieite pres: 
ou —a=ß, cu —a—=-tea. 


Mais le premier cas est contradietoire a l’equation «+=w, par consdquent: 
—a=+t0a, 2a=(, 

c.&.d. «= & la moitie d’un indiece de periodieite, d’ou l’on conelut: 
a=w, B=w+w. 

Ainsi dans ce cas partieulier les infinis et les zeros de (3) sont entierement 

determines par ses indices de periodicite et il ne reste d’arbitraire qu'un 

facteur constant, par lequel la fonction peut &tre multipliee. Pour deter- 

miner la valeur de ce facteur, on n’a besoin que de connaitre la valeur 

de g(z) pour une seule valeur de z. En posant par exemple 


ea) =, 


la fonetion Y(z) est completement determinee, c’est alors la fonetion designde 
par le nom de sinus amplitudinis. 

Les valeurs que nous avons trouvees pour a, ß, a, b, montrent que 
lorsque 9(2)=+x on a en m@me temps p(3+w)=0 et r&ciproquement: 
par suite le produit (3) p(3+ w') ne devient jamais infini et ne peut en con- 


‚ A en 1 
sequence etre qu’une constante que nous designerons par —-, on a donc: 


K' 
Kater) 
Par consequent, pour faire coincider la fonetion p(z) avec le sinus ampli- 
tudinis, il faut la definir par les Equations suivantes: 
| ya)=—-p(-3), 
| p@) = YP(w-3)=-ylw+3), 


a 1 
ya)y(wo+ 3) = 7% 


p (2-) = 1. 


yO)=ylw)=0, ya)=ylw+w)=+x, 


(a=w, =wH+tw). 


ei. 





(a=0,b=w), 








d 


d 
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On en tire en differentiant: 
g' (8) = y(-3) = -g (0-3), 


et de la: 
' 
p(2) = 0 
pour 
Hi 
= +- et ‚= +(w+,.), 
done le second membre de l’&quation (15.) s’Evanouit pour ces m&ämes quatre 
valeurs de z. Par consequent on a: 


4%) i 1- 4") , 
( 5-) o’(w + 5 


e = (0) 
dont la valeur est determinde, des que l’on a dispose des valeurs des indices 
de periodieite 2w, 2w'. 


Pal? = A 1- 


e—yE designant la constante 


Mais 
1/7} ' w 1 
)=1, (w+5)=7: 
done: 
OR = WORA-FRL-RR)) 
(17. 


| 9) = POVA- gE))I-Ry (3), 
d’ou Yon eonelut que Y(z) = sinamez. 


Dans le cas du sinus amplitudinis l’&quation (16.) prend aussi une 
forme tr&es-simple: en effet, on a alors: 


y(e—y)=oyowW—y=— nn, B-y)=Yy(w+w—y) = 
| dk Arie ko? FPTWEP Be a 73%, 
done en substituant —z au lieu de z dans l’&quation (16.) et soustrayant on obtient: 
/ \ 2vy (2) 
IRRE 7 
y u Bu i 
| | u (y) 
Differentiant d’apres z et posant s= 0 on trouve pour v la valeur 
EN © 
RE) ' 
ce qui fournit les &quations: 
7 ’ Ä \ IE) Y) 
7 0) py(z+y)+Yy(z—y) v 1—k’a@’(y)y’(5) 
' ; 2% ‚ zz) 
IT ICH ER I Eee 


u 2/.\ I 
1—kp(y)P (2) 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 4. 39 
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 _.2WE WHY) 
A ee 77775 


(Ools-u) = PAFM-IWPR) , 
MEN = ge 


(18.) 


8. 


Transformation du sinus amplitudinis. Expressions en forme d’une somme et d’un produit. 

Puisque la fonetion 

p(z2) = sinamez, 
definie par les &quations (C.) du numero preeedent, ne depend que de la 
valeur des deux indices de periodieite 2w, 20’, nous la designerons com- 
pletement par la notation 
p (2,0, w'). 
Soit done Y,(z) une autre fonetion de la m&me espece mais aux indices 
de periodieite 2w,, 2w,, de sorte que 
p1(3) = P(2, 0,0), 


alors on peut former le tableau suivant 


indices infinis 1ErOS 
f z c < ı ' ’ 
p(2): 2w, 2w, o,w+Ww, 0, w, 
- ! l / 
yıl2): 20, 2w,, D, WW, 0, |. 


A present si l’on etablit entre les indices de periodieite 2w, 20, 2w,, 2w 
la relation suivante: 


» designant un nombre impair, on aura en m&me temps: 


C ' 


en zu M, —># M. 


w w, 


Posons 
v() = pılır)) 
2w 


. . . . 147] ‚ () 
w(z) a les indices: —, 2w'; les infinis: ©, w'-+—: les zeros: 0, —- La 
J n ) b) n )) ’ n 
fonetion y(z) est done celle en laquelle se change (z), lorsqu’on y rem- 
place l'indice 2» par la nieme partie de sa valeur, ce. Ad. 


y(2) = y(3, —, o'). 


n 






G 


fo 
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er 20 } , ’ 
(e m&me changement de 2w en 2 s’opere aussi lorsque, etant donnde la 
fonetion (3), on forme une expression symetrique et entiere queleonque 
$(z) des » quantites 


p(2), p(z+ De, nf p(z+ u und ): 
Si en partieulier on pose: 
ut. B(z) — vat+yla+“ re +9(z 1 De —1)o 2, 


ce qui est la plus simple expression symetrique de ces n quantites, $(z) 


a 2 Een nz Bi | 
” a non-seulement les m&mes indices de periodieite —-, 2w que w(z) mais 
M- aussi les m&mes infinis. En effet, P(z) ne pouvant devenir infini que 
lorsque Yune des quantites 
2w 2 Ep 
p(z), y(s+ z ). a o(s+- ge .) 
CS R } i 
le devient, $(z) aura les 2» infinis 
’ ‚, 20 ‚ 4w ‚, 2(n—1)o 
u, WW -—, w— —, Dee _—, 
n n' n 
’ n — 2) n— 4)w n— ?)w 
w-+Ww, TE = ö + = re rn SE 


. 2 e A 
mais P(z) a lindice de periodieite „, et n est un nombre impair, done 


ces 2n infinis se reduisent aux deux suivants 


' ' o 
wo, w-+- 


qui eoinceident avec les deux infinis de w(z). Done w(z) et P(z) sont 
deux fonetions doublement periodiques & deux infinis, qui ont les m&mes 
indices de p£riodiecite = ‚ 2w', et les m&mes infinis w', 0’ + - ; done (d’apres 
l’equation (a.) du n°. 3) on a 

w(z2) = H#$(z2)+H', 
H et H' designant des constantes. Pour 3= 0 “ deux fonetions w(z) et 
P(z) s’&vanouissent, done il faut que H’=0, et Yon obtient: 


A 


1- (19) vi) = H\p@)+y(s+ = ) +.+9 (z + m 


ce qui est la formule pour le sinus amplitudinis transforme, presente sous 
la forme d’une somme. 


39* 
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L’autre formule de transformation qui donne w(z) sous la forme 
’ » 1 «| ni » » 4 EB N, 
d’un produit, est fournie par la formule generale (9.). — En effet, pour une 
fonetion doublement periodique w(z) dont les infinis et les zeros. compris 
dans le tableau: 

v(z)=+%x pour a AB Ai Bi 

y(z)=0 .3=6 db u di ro nn Dan 
sont lies entre eux par les relations: 

e+P=a+lb; a+p, =a+b,; .. .; tr >=a,_,tb, 13 
l’equation (9.) nous a donne l’expression: 

v(3) = Cyp(3; a,ß; a,b).p(2; a, Pi; a, bi)...p(25 @,_., Bu; a,_, b 

done en posant 


n—l, “ 





; r, @ (n— 1)w 
en 0 
er 
i [M) | n —1)w 
P=w+w, A=w+w+,, An =W+m+ r s 
[M) (n—1)w 
ad = v, a, m. n p) a d,.—ı — n h) 
w (n—1)w 
b=w, b,=w+ n ... Du =0+ En ’ 


l’equation (9.) prend la forme suivante: 
Y i [07] 2w a 
yv(z) = Cy()y(z- = )e(s- )p(3- (n- 33 


ou celle-ei, equivalente & la premiere: 
2 4w 2 (n N)w 
vo = Colt )el+)ul@+ 2") 
les fonetions p (z), w(z) €tant prises dans le sens defini au ecommeneement de 
ce numero. En y mettant s+w au lieu de z, multipliant les deux &quations 
et introduisant une nouvelle constante k, qui joue le m&me röle pour la 
fonetion transformee (2) que k pour p(z), de sorte que 
1 1 
ya)yato)=,, vyayßtuo)=--, 


)) 


on trouve: 





1 

ee % vr 
. 
hr 

Cm \; 


done 


20) vo) = VE gagl+ = )pls+ 4%)... g(s+2e-0e) 
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me ce qui est expression du sinus amplitudinis transforme sous la forme 

une d’un produit. 

pris L’applieation des m&@mes prineipes A la fonetion Y(nz), considerde 
comme fonction doublement periodique aux indices de p£riodieite 2w, 20", 
donne les formules pour la multiplieation, en somme et en produit. — Enfin 


si l!’on applique la formule generale (14.) aux fonetions u (z) = Y, (7 ), p(nz), 
on obtient les formules pour la transformation et pour la multiplieation du 
sinus amplitudinis sous la forme de fraections rationnelles en (2). 

Sans nous arreter & ces applications des prineipes dejäa suffisamment 
ecelaireis par les developpements preeedents, nous passerons A la theorie de 
la transformation inverse et de la division, elle nous fournira l’oecasion de 
donner un exemple de l’application de la formule generale (12.). 


I. 


Transformation inverse du sinus amplitudinis. Formule d’Abel. Formule de Jacobi. 


Soient p(z) = sinamez et w(z) = la) les fonetions definies dans 


le numero preeedent; ces fonctions sont 


aux indices infinis ZErOS 
p(2): 2w, 2w', o, W+w, 0, w, 
PO 20 fr f n , [77] () 
w(z) = ala): 9 2w, WW, Wr ns VÖ, -- 


n representant un nombre impair. Cela pose, le probleme de la trans- 


de ; formation inverse consiste & trouver l’expression de p(z) par w(z), tandis 
ons que nous n’avons obtenu jusqu’a present que l’expression de w(z) par (2), 
Ja eontenue dans l’equation 
N 2w\ 4w 2 (n—1)o \) 
19) yo) = Hw@+ylst Z)tols+  )+ ++") 


Pour resoudre ce probleme, formons l’expression: 
.. 2w 2 4w‘ 2(n—1)w 
F(z,r) = pla)+ry(ls+-— )+ ryp(z+ )+ + pi 'o(3+ ( - ) ), 


r representant une racine de l’&quation 
n 


"=|1; 


alors F(z,r) est comme %(z) une fonction doublement periodique aux indices de 
periodieite 2w, 2w'. Comme il est aise de verifier, elle satisfait aux &quations 
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(D) F(,r) = Be A — r r) =rf F(z+ == Ä r), 


(E) Fi, rn) = -F(-3, —), 


de plus F(z,r) est & 2» infinis et partant & 2» zeros. Ües 4» valeurs se 
trouvent reunies dans le tableau suivant 





F(z,r)=0 pour 2=g, 9+—, +, m. re AB 
Fa, r)=+» - s=w, w+ - i ot, oe wis Lara 


g representant une queleonque des racines de l’&quation F(z,r)=0. La 
valeur de g se determine aisement; d’apres l’&quation generale (8.) la 
somme des infinis est toujours egale A la somme des zeros. De la on 
conelut: 





m €tant un des nombres 1, 2, 3, ... 2»—1. Mais on peut m&me demontrer, 
que m est un nombre pair. En effet, formons le produit 


P= Fis, r)F(3 +, r)F(s4+ ‚r)..F(z 4 nn zn ’ r)- 


Si m etait impair, les infinis et les zeros de P coineideraient en une 
valeur quelconque de la forme 
how + (2i-+1)w 
n 

et P, se presentant pour ces valeurs sous la forme $, resterait toujours fini 
et different de zero, ce qui est impossible a moins que P ne soit = con- 
stante; mais /, etant un produit d’un nombre impair » de facteurs, change 
de signe, lorsqu’on met s+w au lieu de 3, ce qui exelut l’hypothese de 
P = constante. Par consequent m est un nombre pair, et l’on peut poser 


_.. 2mw' 
A 
m representant un des nombres 1, 2, 3, ... »2—1. Aux »-—1 valeurs quon 
peut attribuer ä& r correspondent ainsi les »—1 valeurs suivantes de g 
2! 4w' 2mw' 2(n—1)w' 
ee A RN n 


prises dans un certain ordre. 





T. 


IE 


ON 
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A present considerons les deux fonetions: 


' 1 
A(2) = F(z, r).F(3, —), 


2, r) = IF, n)y". 


En y appliquant les @equations (D.), (E.) on trouve: 
u - w f 2w : 
1(2) = ı(s+ -)=4(s+ ” ), Alk) = A(—2), 


1a, n=-xls+%,r)=2(+%, rn), x n=-x(-3, -), 
par suite A(z) et x(z) ont les indices de periodieite = ‚ 2w, c.&.d. les 
memes indices que y(z), et puisque w(z) est A deux infinis, A(z) et y(z) 
peuvent etre representes sous la forme M+Ny'(z), Met N etant des fonetions 
rationnelles de w(z). Posons d’abord 


s \ 


(2) = M+Nw'(z), 

,.(z), etant compose de deux facteurs dont chacun a les m&mes infinis, est 
a quatre infinis, dont deux = w’ et dont deux =w'+ — ‚ et puisque ces valeurs 
sont les m&mes pour lesquelles w(z)=+®»w, M et N sont des tonetions 
entieres de w(z), M du second degre, N du degre zero. En substituant 
- —z au lieu de z, 4(z) garde sa valeur, tandis que w’(z) change de 
signe et que w(z) reste inaltere, done il faut que N=0. En substituant 
—z au lieu de 3, w(z) change de signe tandis que A(z) garde sa valeur, 
done il faut que M soit fonetion paire de w(z). Enfin 





> 
[A 
u 
> 
| 
[A| 


' u; Be | 

)=Fiz, r)F\», —) 

sevanouit pour 3=g et 3=—g, done M doit &tre divisible par 
VE)-VMIYDI-Y-N| = wa) wg). 

khesumant tout cela, on obtient l’expression suivante de A(z): 
r A) \y 1 1242 2 ' 
A(2)=F(z, r) F(z, : ) = A 'w (2) —w(g)). 


A representant une constante et 


Posons en second lieu - 


2, r) = M+Nw (a). 
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Des &quations 
w 1 
(3; = —x(3+ ur r); (3; =-x(-3, —) 


x 7) = 26% 2) 


4‘ n [ 172) . f} N; j i 
En substituant 5 au lieu de z, w(z) garde sa valeur, w'(z) change de 


on tire: 


i 1 
signe, %(z, r) se change en x(z, —):; done: 


1 rn 
x(3, —) = M—Nw(z) 
et 
1° PR NEUN TZRNT 
x&, Nas —) = M-N va)‘. 
Mais 


x&, nx(s, —) = R@)!", 
par consequent: 
21) MN’ wa)" = A" wa) w(g) 
En determinant les fonctions entieres M, N propres A remplir l’&quation (21.), 
vw (2) etant = |y (OÖ) (1-w*(z))(1—kwy’(z)), on a enfin: 
x(2, r) = |F(z, r)!"=M+Nw'(z), 


2(n— Var 7 
(22.) Fiz,r)=9(:) +ro(s+ +... +r" \nl3-+ en — YM+Nw'(z). 


n 
5 





En formant des &quations semblables pour toutes les valeurs de r et les 
valeurs correspondantes de g, M. et N, et resolvant ces &equations lineaires, 


. Pen 2 Un -1)o 
on trouve les expressions algebriques de % (3), o(s+ - ), a (z+ - ) 


en (8), expressions qui conviennent avec celles obtenues par Abel. 


La tormule (22.) de la transformation inverse a le grave inconv£nient de 
dependre de la determination des expressions M, N propres A remplir l’equa- 
tion (21.). Jacobi a fait voir que cette complication n’est pas inherente au 
probleme et que la fonetion F(z, r) peut &tre determinde par une methode 
direete. Nous parviendrons & ce resultat remarquable par une simple 
application du developpement donne dans le n®.5. En effet, la fonetion 
(2, r)=|F(z, r)\" est de la elasse de celles auxquelles se rapporte l’Equation 
oenerale (12.), car z(z, r) est une fonetion doublement periodique aux 





| 
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j un u . a 
indices de periodieite, r 2w' et a 2» infinis, savoir: 


0 ı, = 0. 
ı@,r)=+%x pour z=w (n fois) et z=w-+ „ (n fois), 
et & 2n zeros, savoir: 
u u To a 
1%,r)=0 pour z=g (n fos) et z= g+ „ (a fois), 
e g etant de la forme 
.. 2mw!' 
77 n 
En remplagant dans la formule (12. 
w(z) par x(2, r) 
f\2 - (2) 
F2) - via-g+w, 
4 x 29, 
on TFOUVE 
r w(zs)— w(p w(z)— w(p +29) 
an NE var) _ 
9, N vVIi5s—9+W)— w(p—g-+w) v(s—9+W)— w(p+g+w 
v@)— w(p+(2n—2)g) 
), v(—9+0w)— w(p+(?2n—3)g9-+ w) 


kepr&sentant le second membre de cette @quation par R et extrayant la 
nieme racine on trouve 


. N 2 in INw n 
F(z,r)= gp(@)+ry(s+ -)+-+r' ee )=yR, 


n n 


ce qui est le resultat de Jacobi. 


e Formant toutes les equations semblables pour les differentes valeurs 
“ de r et resolvant, on obtient les valeurs de 
) REN re); >. o(z- 2(n—1)w \ 
n \ n / 
sous une nouvelle forme. 

La valeur de la quantit€E p dans l’&quation (23.) est entierement 
" arbitraire. On peut faire p=0 ou lui donner une autre valeur quelcongque. 
I- 
u 
le 
le 
N 
I 
X 
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Ueber die ein-zweideutige Beziehung zwischen den 


Elementen einstufiger Grundgebilde. 
(Von Herrn Hermann Schubert in Hamburg.) 


In den letzten Jahren haben sich Herr Sturm *) und Herr Hirst ”) 
mit der Aufsuchung der Anzahlen beschäftigt, welche sich auf die projec- 
tive, d.h. ein - eindeutige Beziehung der Elemente einstufiger und zwei- 
stufiger Grundgebilde beziehen. Zur Berechnung solcher Anzahlen hat 
Herr Hirst, und zuletzt auch Herr Sturm (cf. Math. Ann. Bd. XII, pag. 254 
bis 368) im wesentlichen dieselbe Methode benutzt, welche Herr Zeuthen 
und der Verfasser mehrfach angewandt haben, um die Anzahlen für Curven 
und für Flächen aus den viel leichter zu bestimmenden Anzahlen der Aus- 
artungen solcher Gebilde zu bereehnen. Wie der Verfasser auch in seinem, 
nächstens bei Teubner erscheinenden „Kalkül der abzählenden Geometrie“ 
(8. 28 bis $. 32) gezeigt hat, gestaltet sich die Berechnung aller Anzahlen, 
die sich auf projeetive, einstufige Grundgebilde sowie auch auf collineare 
und eorrelative zweistufige Grundgebilde beziehen, noch viel einfacher und 
übersichtlicher, wenn man den Kalkül anwendet, welchen der Verfasser 
in den ersten Abschnitten seiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie“ 
(Math. Ann. Bd. X, pag. 1 bis 112) von den allgemeinsten Gesichtspunkten 
aus ausgebildet hat. Mit Hülfe dieses Kalküls lassen sich die Sturm-Hirst- 
schen Anzahl-Probleme leicht in der Richtung erweitern, dass an die Stelle 
der projeetiven, d. h. ein-eindeutigen Beziehung eine 

o. - 5 -deutige 
Beziehung gesetzt wird. In der vorliegenden Abhandlung sind zunächst 
nur die Anzahlen abgeleitet, welche sich auf zwei ein-zweideutig auf ein- 


Man vergleiche Herrn Sturms Abhandlungen in den Bänden I, VI, X, XI 
der Math. Ann. und die Abhandlung in Bd. VII der Proceedings der London Mathe- 
matical Society. 

==) Man vergleiche Herrn Hirsts Abhandlungen in den Bänden V, VI, VIII der 
Proc. London Math. Soc. 
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ander bezogene, einstufge Grundgebilde beziehen, wo unter einem einstufigen 
Grundgebilde die Gesammtheit aller Punkte einer Geraden oder alleı 
Ebenen eines Ebenenbüschels oder aller Strahlen eines Strahlbüschels zu 
verstehen ist. 


E 
Die Dimension der Bedingung der «-3-Deutigkeit zwischen den Elementen 
einstufiger Grundgebilde. 

Jede a@-/f-deutige Beziehung zwischen den Elementen zweier ein 
stufigen Grundgebilde kann durch eine Gleichung zwischen zwei Variabeh: 
x und y dargestellt werden, welche für x vom Grade «, für y vom Grade / ist. 
Eine solehe Gleichung hat aber, wenn sie so allgemein wie möglich ist. 

(e+1)(P-+1l)—1 oder a.ß-+a+P 
wesentliche Constanten. So gross ist also auch die Dimension der Bedin- 
gung der «-P-Deutigkeit, d. h. der Bedingung, welche ausspricht, dass jedem 
Elemente eines einstufigen Grundgebildes 5 Elemente eines anderen ein- 
stufigen Grundgebildes zugeordnet sind, und dass umgekehrt einem dieser 
Elemente « Elemente des ersten Grundgebildes zugehören. 

Mehr geometrisch kann man sich dieses Resultat auch in folgender 
Weise klar machen. Zwei in fester Ebene befindliche Strahlbüschel 
mit den Scheiteln S, und S; mögen die Bedingung der «-%-Deutigkeit er- 
füllen, so dass also jedem Strahle durch S, 5 Strahlen durch S, und um- 
vekehrt jedem Strahle durch $,; « Strahlen durch S, entsprechen. Dann 
giebt es nach dem Chaslesschen Correspondenzprineip auf jeder beliebigen 
Geraden der festen Ebene 

+ 
Punkte, in welchen sich zwei Strahlen schneiden, die sich dureh die «-P- 
deutige Beziehung einander entsprechen. Folglich bilden die Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen eine Curve (@+/)ten Grades. Diese Curve hat. 
wenn sie punktallgemein gedacht wird, die Constantenzahl 
(a +P)(a-+ß+ 3). 

Nun aber erfüllt die Curve auch die Bedingungen, durch S, «e-mal und 
durch S,; 5-mal hindurch zu gehen. Diese Bedingungen sind bekanntlich 
Ya (a -+1)-fach resp. 4?(P+1)-fach. Folglich bleibt für die Dimension der 
Bedingung der «-9-Deutigkeit übrig: 


Ka+P)(ea+P+3)— tea +1)—IP(P+1) oder a.P+a+P. 
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en Addirt man zu dieser Zahl noch die Constantenzahlen der beiden Grund- 
wi eebilde, also vier für eine Gerade, fünf für einen Strahlbüschel, so erhält 
zu man die Constantenzahl des Gebildes, welches aus zwei «-/P-deutig aut 


einander bezogenen Grundgebilden besteht. >Speeiell ergiebt sich für das 
(rebilde, welches aus zwei ein-zweideutig einander zugeordneten geraden 
Punktreihen besteht, 

4+4-+1.2+1+2 oder 13. 


jesteht ferner eine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Strahlen eines 


e Strahlbüschels und den Ebenen eines Ebenenbüschels. so erhält man aus 
r den beiden so auf einander bezogenen Grundgebilden ein Gebilde mit der 
4 Uonstantenzahl 
+4+1.2+1+2 = 14 

n- $. 2 
m Die Bedingungen für zwei ein-zweideutig auf einander bezogene gerade Punktreihen. 
Fr Wir beschäftigen uns mit dem Gebilde 7', welches aus zwei auf den 
r beiden Geraden g, und g, liegenden, geraden Punktreihen so zusammengesetzt 

ist, dass jedem Punkte a, auf g, zwei Punkte a, und a, auf 9 zugeordnet 
r sind, dass aber umgekehrt jedem Punkte a, auf 9 nur ein Punkt a, auf 
. y, zugehört. Dieses Gebilde hat, wie in $. 1 gezeigt ist, die Constanten- 
. zahl 13. Auf 9 gehören »'-mal zwei Punkte @, und a, dadurch zusam- 
ä men, dass sie einem und demselben Punkte «a, auf g, entsprechen. Dadurch 
P entsteht auf 9, eine sogenannte Ingolution. Es existiren also, wie auch das 
r Correspondenzprineip ergiebt, zwei Doppelpunkte auf g, d.h. zwei Punkte, 

deren jeder zwei Punkte in sich vereinigt, welche beide einem und dem- 
selben Punkte auf g, entsprechen. Jeder dieser Doppelpunkte heisse d, 
g so dass d zugleich die einfache Bedingung bedeutet, dass einer der beiden 
| Doppelpunkte auf einer gegebenen Ebene liege *). Ebenso bezeichnet g, 
h resp. 9, nicht bloss die Gerade g, resp. 9, selbst, sondern auch die einfache 

Bedingung, welche dieselbe dadurch erfüllt, dass sie eine gegebene Gerade 
Ä schneidet. Ausser den drei einfachen Bedingungen g,, 9, 0 definiren wir 
noch die folgenden beiden einfachen Bedingungen: 


*) Hier, wie auch öfter im Folgenden ist eine gewisse Symbolik für Bedingungen 
angewandt, über welche sowohl die Abhandlung in Bd. X der Math. Ann. (Ab- 
schnitt I, namentlich pag. 18), wie auch der erste Abschnitt (namentlich pag. 5) meines 
Buchs (Teubner 1879) genaueren Aufschluss giebt. 
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Das Symbol 5 bezeichne die Bedingung, dass von zwei gegebenen 
Ebenen eine bestimmte die Gerade g, in einem Punkte schneide, 
welcher durch die ein-zweideutige Beziehung entsprechend ist dem 
Punkte, in welchem g, von der anderen Ebene geschnitten wird. 
Das Symbol 9 bezeichne die Bedingung, dass zwei gegebene Ebenen 
g; in zwei Punkten schneiden, welche die beiden entsprechenden sind 
zu einem und demselben Punkte auf g.. 

Dazu fügen wir noch die zweifache Bedingung B, welche aussprechen 
soll, dass von drei gegebenen Ebenen eine bestimmte den Strahl g, in einem 
Punkte schneide, dessen entsprechende Punkte auf g, gerade die beiden Punkte 
sind, in denen g, von den beiden anderen gegebenen Ebenen geschnitten wird. 

Vermittelst der eingeführten Bedingungen kann man alle möglichen. 
sonstigen Lage-Bedingungen des Gebildes 7 leicht ausdrücken, wenn man 
die vom Verfasser aufgestellten Incidenzformeln (Math. Ann. Bd. X, p. 27. 
F. I) zwischen Punkt und Strahl ausreichend benutzt. Danach ergieht 
sich z. B. für die Bedingung, dass eine gegebene Gerade den Strahl g, in 
einem Punkte schneide, welcher entspricht dem Punkte, in welchem g, von 


einer ausserdem gegebenen Ebene geschnitten wird: 


9: — 2.9. 

Sind zwei Punkte gegeben, welche auf g, und 9, liegen und sich dabei 
durch die ein-zweideutige Beziehung entsprechen sollen, so ist damit dem 
Gebilde /’ "eine Bedingung auferlegt, für welche vermöge der Incidenz- 
tormeln gesetzt werden kann: 


Ip — 2:99 I Is Pr 
Wegen dieser und ähnlicher Beziehungen brauchen wir daher nur die- 
jenigen Anzahlen zu berechnen, welche zählen, wie viel Gebilde I’ durch alle 
möglichen dreizehnfachen Bedingungen bestimmt sind, die sich aus den Grund- 


bedingungen von g, und g, und den Bedingungen d, Z, $, B zusammensetzen. 


$. 3. 
Die Ausartungen für zwei ein-zweideutig auf einander bezogene, einstulige Grundgebilde. 
Um zu den gesuchten Anzahlen auf ähnlichem Wege zu gelangen. 
wie man zu den Anzahlen für Curven und Flächen gelangt ist, haben wir 
zunächst Formeln aufzustellen, welche die eingeführten, einfachen Be- 
dingungen auf einfache Ausartungsbedingungen zurückführen. Dadurch werden 
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eig, welche sich nur auf 


dann die gesuchten Zahlen von Anzahlen abhän 


ausgeartete Gebilde 7’ beziehen, und sich desshalb aus bekannten Anzahlen 
zusammensetzen. Wir haben also zunächst die Ausartungen des Gebildes 
T aufzusuchen, und zwar nur die einstufigen, d. h. diejenigen, welche dureh 
die Speecialisirung eine um eins kleinere Constantenzahl, als das allgemeine 
Gebilde, erhalten, weil nur solche Ausartungen einfache Ausartungsbedin- 
eungen erzeugen, oder, was dasselbe ist, weil nur solche Ausartungen in 
einstufigen Systemen vorkommen können. Derartiger Ausartungen kann es 
in Systemen, deren definirende Bedingung aus keinen anderen Bedingungen, 
als den oben eingeführten Bedingungen besteht, nicht mehr als zwei geben. 
Wir bezeichnen dieselben, und damit auch die von ihnen erzeugten, ein- 
fachen Ausartungsbedingungen, mit ® und z, und schieken ihre Detini- 
tionen voran. 

1. Die Ausartung w besteht aus zwei geraden Punktreihen g, und 
9, so dass jedem beliebigen Punkte a, auf g, ausser einem constanten 
Punkte p noch ein mit a, veränderlicher Punkt auf g, entspricht, und dass 
jedem beliebigen Punkte auf 9 ein mit ihm veränderlicher Punkt auf g, 
zugehört: nur dem Punkte p auf g, kann jeder Punkt auf g, als ent- 
sprechender zugeordnet werden. So wird bei auf den beiden Geraden 
yg, und g eine ein-eindeutige oder projeetive Beziehung festgestellt, nur 
dass auf 9 noch ein besonderer Punkt p existirt, der die Eigenschaft hat, 
jedem Punkte auf g, zuzugehören, und der desshalb der singuläre Punkt auf 
co heissen soll. Dieser singuläre Punkt vereinigt auch in sich die beiden 
Doppelpunkte d von g.. 

2. Die Ausartung z besteht aus zwei geraden Punktreihen g, und 
g; derartig, dass jedem beliebigen Punkte auf g, zwei constante Punkte p; 
und p, entsprechen, und dass auch jedem beliebigen Punkte auf 9, ein 
constanter Punkt p, auf g, entspricht; nur dem Punkte p, oder dem Punkte 
p, auf g, entspricht jeder Punkt auf g,. und dem Punkte p, auf g, ent- 
sprechen x'-mal zwei Punkte auf 9, nämlich so, dass immer noch die 
oben erwähnte Involution der zusammengehörigen Punkte auf 9, bestehen 
bleibt, dass also zwei p, zugeordnete Punkte nicht vollkommen beliebig 
auf g, liegen können, sondern die beiden Doppelpunkte d auf 9, harmonisch 
trennen müssen. x besitzt demnach auf g, einen singulären Punkt p,, und 
auf g, zwei singuläre Punkte p; und p,, welche zu den beiden Doppelpunkten 
harmonisch liegen. 
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Man überzeugt sich leicht davon, dass bei diesen beiden Ausartungen 
die Constantenzahl des Gebildes /’ um eins kleiner geworden ist. Während 
nämlich die ein-zweideutige Beziehung bei dem allgemeinen 7’ durch fünf 
einfache Bedingungen festgestellt wird, wird sie bei sowohl wie bei z 
nur durch vier einfache Bedingungen ausgesprochen. Bei ® gehören nämliel 


zur Feststellung der ein-eindeutigen Beziehung drei einfache Bedingungen. 
und eine vierte einfache Bedingung ist erforderlich, um auf der Geraden 
9, die Lage des singulären Punktes p anzugeben. Bei z gehören eine 
einfache Bedingung zur Festlegung des singulären Punktes p,, und drei 
einfache Bedingungen zur Feststellung der beiden singulären Punkte uni 
der beiden, sie harmonisch trennenden Doppelpunkte. 

Von der Existenz der beiden Ausartungen ® und z kann man sieh 
auf mannigfache Weise überzeugen. Um » zu erzeugen, denken wir uns 
2. B. zwei ein-zweideutig auf einander bezogene Strahlbüschel mit den 
Scheiteln S, und S,. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen erzeugen, 
wie in $. 1 erläutert ist, eine Curve dritter Ordnung, welche in S, einen 
Doppelpunkt, in S, einen einfachen Punkt hat. Lässt man nun diese Curve 
in einen Kegelschnitt und eine Gerade ausarten, so wird der eine Schnitt- 
punkt des Kegelschnitts und der Geraden der Doppelpunkt der ausgearteten 
Curve. In ihn fällt also $S. Dagegen darf man $, beliebig auf dem 
Kegelschnitt annehmen. Dadurch erkennt man, dass S, und 8, Scheitel 
zweier projeetiven Strahlbüschel sind, weil die entsprechenden Strahlen sieh 
in den Punkten eines Kegelschnitts schneiden: ferner erkennt man, dass 
jedem Strahle durch S, noch ein zweiter, aber constanter Strahl durch 8 
angehört, nämlich die Gerade, welche mit dem Kegelschnitt zusammen die 
ausgeartete Curve dritten Grades bildet. Ordnet man nun noch die Strahlen 
von S, und 8, irgend wie durch Projeetionen den Punkten zweier beliebig 
liegenden Geraden g, und 9, zu, so entsteht eine Ausartung, welche die 
oben für ® angegebene Definition erfüllt. Bei dieser Gelegenheit bemerken 
wir zugleich, dass die durch ein Ausarten des Gebildes /' hervorgerufene. 
speciellere ein-zweideutige Beziehung unabhängig davon ist, ob die Träger 
dieser Beziehung gerade Punktreihen oder Ebenenbüschel oder Strahlbiüschel 
sind, da ja immer die Elemente eines solchen Grundgebildes den Elementen 
jedes anderen durch blosse Projeetionen, also ein-eindeutig zugeordnet 
werden können. 


Um auch die Ausartung 2 zu erzeugen, denken wir uns wieder eine 
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allgemeine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Strahlen zweier Strahl- 
büschel S, und $S;, und projieiren dann die Strahlen von S, auf eine Gerade 
9, die von S, auf eine Gerade g. Dadurch wird eine ebensolche Be- 
ziehung zwischen den Punkten von g, und denen von 9 festgestellt. 
Namentlich erhält man auch auf 9 zwei Doppelpunkte, deren jeder die 
beiden einem Punkte auf g, entsprechenden Punkte in sich vereinigt, und 
zu welchen immer je zwei Punkte harmonisch liegen, die einem und dem- 
selben Punkte auf g, entsprechen. Legt man nun speeiell den Scheitel 
von S, auf g,, so entsteht auf g, und 9 die oben definirte Ausartung 2. 
indem der Scheitel von $S, der singuläre Punkt auf g, wird, und indem «die 
beiden, dem Strahle g, in $, entsprechenden Strahlen die Gerade g in den 
beiden auf g, liegenden, singulären Punkten schneiden. 

Sucht man noch auf andere Weise Ausartungen des Gebildes 7’ zu 
erzeugen, also z.B. dureh Benutzung anderer Ausartungen der Curve dritten 
(srades, als der bei » benutzten. oder durch eine andere Lage-Speecialisirung, 
als der bei 2 bewerkstelligten, so gelangt man immer wieder zu denselben 
Ausartungen ® und z, oder zu ÄAusartungen von niederer Constantenzahl. 
z.B. zu der zweistufigen Ausartung, welche aus 2 dadureh hervorgeht, 
dass die beiden singulären Punkte in die beiden Doppelpunkte fallen. 


S. 4. 
Die Gleichungen zwischen den Bedingungen für zwei ein-zweideutig auf einander 
bezogene gerade Punktreihen. 


Zwischen den eingeführten fünf einfachen Bedingungen, nämlich den 
drei Lage-Bedingungen {, 9, d und den beiden Ausartungs - Bedingungen 
o und #2 bestehen drei von einander unabhängige Gleichungen, welche 
man mit Hülfe der Coineidenztformein des Verfassers. d.h. der Erweiterungen 
der Chaslesschen Correspondenztormel (Math. Ann. Bd. X, pag. 54 und 55 
oder Bd. XI, pag. 349 und 350 oder Kalkül der abzähl. Geom. pag. 44) 
leicht ableiten kann. Wir setzen dabei ein einstufiges System von Gebilden 
!' voraus. Dann bestimmt jede hinzutretende einfache Bedingung eine end- 
liche Anzahl von Gebilden 7’, nämlich die Zahl derjenigen, welche diese 
jedingung erfüllen, und zugleich dem einstufigen Systeme angehören, d.h. 
zugleich die dieses System definivende zwölftache Bedingung erfüllen. 

Es seien zunächst zwei feste Ebenen e und f gegeben. Diese 
schneiden die Gerade g, jedes der »' Gebilde 7’ in zwei Punkten. denen 
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auf g, zwei Punkte e und d entsprechen. So entstehen auf der Geraden 
9, Jedes der x! Gebilde /' zwei Punkte e und d, die wir zu einem Punkte- 
paar zusammenfassen. Dem einstufigen Systeme von Gebilden 7’ ist auf 
diese Weise ein einstufiges System von Punktepaaren angehörig, auf welches 
die Coineidenzformel erster Dimension für Punktepaare angewandt werden 
soll, nämlich: 
c+d—g = e (Math. Ann. Bd. X, pag. 54). 

Fir das Symbol e ist T zu setzen, weil die Ebene e und die Ebene der Be- 
dingung e in entsprechenden Punkten schneiden sollen, und weil auf jedem 
von den { Gebilden des Systems, bei welchen dies der Fall ist, durch die 
Kbene f ein Punkt bestimmt wird, dessen entsprechender der zweite Punkt 
d des Punktepaares e, d ist. Ebenso ergiebt sich, dass für d die Bedin- 
sung © zu setzen ist. Statt g hat man g, zu schreiben. Das Symbol 
kann auf dreierlei Weise erfüllt werden, erstens dadurch, dass g, die Schnitt- 
gerade der beiden Ebenen e und f schneidet, zweitens auch dureh ei 


speeielleres Gebilde 7, bei welchem zwei beliebigen Punkten auf 9, immer 


ein und derselbe Punkt auf g, entsprieht, d.h. durch ein Gebilde 7’, welches 


>) 
zu einer Ausartune 2 wird, und drittens endlich dureh ein Gebilde 7. 
welches auf e und f Punkte besitzt, die einem und demselben Punkte auf 


g, entsprechen, d. h. welches die Bedingung 9 erfüllt. Wir erhalten also: 


+°-g = +x%+9, 
oder: 
1) 2.5 = gtgn+9+z 


Wendet man jetzt dieselbe Coincidenzformel auf das einstufige System (der- 
jenigen Punktepaare an, welche auf den x’ Geraden g, liegend, den Punkten 
entsprechen, in denen die beiden festen Ebenen e und f die Geraden y 
schneiden. so hat man 2.{ für e und für d einzusetzen, weil einem Punkte 
auf g, immer zwei Punkte auf g, entsprechen. Statt g hat man 4.9, zu 
setzen, weil jedes Gebilde 7’, welches seine Gerade 9 eine gegeben: 
(serade schneiden lässt, jetzt zweimal zwei Punktepaare von der angegebenen 
Art enthält. Das Symbol & endlich kann auf dreierlei Weise erfüllt werden. 
erstens zweimal dadurch, «dass eine g, die Schnittgerade der festen Ebenen 
e und f schneidet, zweitens einmal dadurch, dass auf 9 ein einziger Punki 
existirt, der zwei verschiedenen Punkten auf g, entspricht, d.h. dass die 
Ausartungsbedingung & erfüllt wird, drittens noch zweimal dadureh, dass 


auf 9, zwei verschiedene Punkte existiren, deren jeder zwei verschiedenen 
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Punkten auf g, entspricht, d. h. dass die Ausartungsbedingung 2 erfüllt 
wird. Also kommt: 


2.C+2.5—-4g = 2.,+w+2.z, 
oder: 
(2) 4© = 2.9 +4 +w+2.2. 
Eine dritte Gleichung erhalten wir, indem wir auf allen &' Gebilden 7' 
les Systems diejenigen x’ Punktepaare herausgreifen, deren jedes aus 
solehen zwei auf 9 liegenden Punkten besteht, die einem und demselben 
Punkte von g, entsprechen, und indem wir dann auf das entstandene, zwei- 
stufige System von Punktepaaren die Coineidenzformel 
cd—g, = eb (Math. Ann. Bd. X, pag. 55, F. 5) 
anwenden. Dann ist das Symbol ed gleich 9, g, gleich O zu setzen. weil 
das System nur einstufig ist, und eb gleich d zu setzen, weil d die Be- 
dingung ist, welche ausspricht, dass auf einer gegebenen Ebene zwei 
Punkte eoineidiren, die einem und demselben Punkte als entsprechende 
zugehören. Demnach erhalten wir das einfache Resultat: 
(3.) I —= 0. 
Viertens fassen wir noch auf jedem der x! Gebilde des einstufigen Systems 
die beiden auf 9 liegenden Doppelpunkte als Punktepaar zusammen, und 
wenden auf das entstandene, einstufige System von Punktepaaren die schon 
oben zweimal benutzte Coineidenzformel erster Dimension an. Dadurch 
kommt: 


ö-+ 02.9: un 
oder: 
(4.\ 2.0 = 2.9+w. 


Die abgeleiteten vier Gleichungen repräsentiren nur drei von einander un- 
gige Gleichungen, wodurch eine angenehme Controle erreicht ist. 


s 


Aus (3.) und (4.) folgt nämlich: 


abhän 


(3.) 2.3 = 2.9+w. 
Dasselbe Resultat erhält man aber auch durch Elimination von Z aus (1.) 
und (2.). 

Um auch noch die oben definirte zweifache Bedingung B durch die 
zweifachen Bedingungen auszudrücken, welche {, % und die Grundbedin- 
sungen der beiden Träger g, und g, enthalten, wenden wir das Prineip von 
der Erhaltung der Anzahl an (Math. Ann. Bd. X, pag. 23, Kalkül der 
41* 
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abzähl. Geom. pag. 12). Wir betrachten die zusammengesetzte Bedineuns 
CI. Durch © sind zwei Ebenen gegeben, von denen die eine den Strahl 
9,, die andere den Strahl 9, so schneiden soll, dass die Sehnittpunkte en! 
sprechend werden. Die erste, g, zugeordnete Ebene heisse e,, die andere 
g, zugeordnete Ebene heisse e,. Durch 9 sind auch zwei Ebenen gegeben. 
welche £& und f, heissen mögen. Nach dem Prineip von der Erhaltung 
der Anzahl bleibt nun die endliche Zahl der Gebilde 7’, welche, einen 
vorausgesetzten zweistufigen Systeme angehörig, die Bedingung 9 erfüllen. 
immer dieselbe, gleichviel welche speciellen Lagen man den vier dureh 
53 gegebenen Ebenen ertheilt. Wir dürfen deshalb die Ebene e, mit der 
Ebene f& in eine einzige Ebene 9, zusammenfallen lassen. Dann abeı 
wird die Bedingung 9 erfüllt erstens durch jedes Gebilde 7’, welches 
einen in g, liegenden Punkt auf der Ebene e, und die beiden entsprechen- 
den Punkte auf , und auf ß& hat, d. h., welches die Bedingung P erfüllt. 
Zweitens wird bei der speecialisirten Lage der vier gegebenen Ebenen [9 
auch zweimal dadurch erfüllt, dass ein Gebilde des vorausgesetzten zwei 
stufigen Systems seinen Strahl 9 auf q, zu liegen hat, also die Bedingung 
g, erfüllt, und zwar zweimal, weil dem Sehnittpunkte von g, mit e, zwei 
Punkte auf g, entsprechen, deren jeder mit dem Schnittpunkte von 9, und 
f; zusammen ein 9 erfüllendes Punktepaar ausmacht. Drittens wird [9 
auch durch jedes Gebilde Z' erfüllt, welches zu einer Ausartung @ wird. 
die ihren singulären Punkt p auf g, besitzt. Bezeichnet man die letzt- 
venannte Bedingung mit &p, so kommt also: 
6.) I= B+2.9+wp. 

Behufs Ableitung einer zweiten Formel für DB legen wir von den vier 
durch die Bedingung T gegebenen Ebenen die beiden g, zugeordneten 
Ebenen e, und fı in eine einzige Ebene %, zusammen. Dann wird, wenn 
wir die beiden anderen, 9, zugeordneten Ebenen &, und £& nennen, die Be- 
dingung Z° nur in den folgenden vier Fällen von einem Gebilde des vor- 
ausgesetzten zweistufigen Systems erfüllt: erstens, wenn die dem Sehnitt 
von g, und , entsprechenden beiden Punkte auf & und f liegen, zweitens. 
wenn der Strahl g, in der Ebene , liegt, drittens, wenn einer der beiden, 
dem Schnitt von g, und g, entsprechenden Punkte auf der Sehnittgeraden 
von e, und f, liegt, viertens, wenn eine Ausartung <2 ihren singulären Punkt 
p, auf der Ebene 9, zu liegen hat. Im ersten dieser vier Fälle ist die 
Bedingung B zu erfüllen, im zweiten die Bedingung g,. Die Bedingung. 
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welehe im dritten Falle erfüllt werden muss. ist schon am Scehluss von 


$. 2 vermöge der Ineidenzformeln durch [g, und g,, ausgedrückt, näm- 
lieh gleich: 
Cgp— 2.9. 

Im vierten Falle muss eine Bedingung erfüllt werden, die wir mit zp, zu 
bezeiehnen haben. Daher ergiebt sich: 

(T.) © = B+g9.+(&9—2.9,)+2%pı- 
Mit Hülfe der Formeln (2.), (4), (5.), (6.), (7.) kann man nun bei einem 
systematischen Gange der Berechnung für alle einstufigen resp. zweistufigen 
Systeme die Zahlen [, 9, d resp. B bestimmen, vorausgesetzt, dass man 
für diese Systeme die Zahlen &, 2 resp. ®p, zp, zu berechnen vermag. 
Die Auffindung der gesuchten Anzahlen für die dreizehnfachen, aus Z, 9, 
), DB, 94 91» I» I» En 9» Is Sn 9, @, zusammengesetzten Bedingungen 
ist also darauf redueirt, die Ausartungsanzahlen, d.h. die Zahlen für alle 
diejenigen Bedingungen aufzufinden, welche aus w resp. z und allen solchen 
zwölffachen Bedingungen bestehen, die sich aus [, 9, d, B, 9. 9... 9 


Y. Gr Ir Is 9; 9, 9, und p resp. p, zusammensetzen. 


- 


8. D. 
Die Berechnung der Anzahlen für die Ausartung 2. 

Um die Ausartungsanzahlen # zu berechnen, müssen wir zunächst aus 

der Definition von 2 entnehmen »in welcher Weise 2 die Bedingungen Z[, 

3,0, B zu erfüllen vermag. Die Bedingung I kann sowohl dadurch be- 

friediet werden, dass die eine der beiden durch T gegebenen Ebenen den 

singulären Punkt p, auf g, enthält, wie auch dadureh, dass die andere 

Ebene einen der beiden singulären Punkte p; und p, auf g, enthält. Also 
ist immer: 

8) 2° = zpm+tzp-+p:)- 
Die Bedingun 


& 9% bei z lässt sich nicht anders darstellen, weil die auf g, 


liegende Involution bei 2 nicht ausgeartet ist. Es gilt also nur die für 


jedes Gebilde 7’ abgeleitete Gleichung (3.) auch für z, also 


(9. } L 3 = % d. 


Die Bedingung B kann von z auf zweierlei Weise erfüllt werden, erstens 
dadurch, dass die eine g, zugeordnete Ebene der Bedingung B den singulären 
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Punkt p, enthält, während die beiden anderen Ebenen 9, in zusammen- 
gehörigen Punkten der Involution schneiden, zweitens auch dadurch, dass 
die beiden 9 zugeordneten Ebenen g, in den singulären Punkten schneiden. 
Also ist: 
(10) zB = zp 3+zpPp: 
Mit Hülfe dieser Beziehungen kann man alle Zahlen x bestimmen, sobald 
man nur für eine auf einer Geraden g liegende Involution die sechs Zahlen 
kennt, welche angeben, wie viel Involutionen die Bedingungen 
05, 9:7, 9. 3, Ip 3, URAE 9 
erfüllen, wo 9 für die Involution die Bedingung bedeutet, dass zwei ge- 
gebene Ebenen den Träger g in zusammengehörigen Punkten schneiden. 
Für diese Bedingung kann aber, wie bei (3.) und (9.). wieder d gesetzt 
werden, wo d angiebt, wie viel Involutionen einen ihrer Doppelpunkte auf 
einer gegebenen Ebene haben. Da ferner die Involution durch die Fest- 
stellung der Lage ihrer beiden Doppelpunkte vollkommen bestimmt ist, so 
folgen die gesuchten sechs Zahlen unmittelbar aus den ariomatischen An- 
zahlen des Raumes, d.h. den Anzahlen vom Werthe 1. welche angeben, 
wie viel Strahlen durch zwei gegebene Punkte gehen, wie viel Punkte auf 
drei gegebenen Ebenen liegen u. s. w. Man erhält also: 
aan Fear. 1=d, 
age 1i1=d ,#=g,t=h.1+r.4,1=t, 
ger =gi’=51=10, = ld’ = 1,6, = 10. 
Aus diesen Zahlen lassen sich durch Vermittelung der Combinationszahlen 
und mit Hülfe der Formeln (8.) bis (10.) die gesuchten Ausartungsanzahlen 
z leicht zusammensetzen, wie die folgenden drei Beispiele lehren: 
7 G,9.,5 ”=4, zGPpi 92» (p+p:)” Ya 
—=4,.[3,.1+3,.3] = 40. 
29,15% 4 2. 94P1 9: (p+p:)" Ya 
— 4,.[2,.3+0)++.2,.10) = 120. 
2P1 91, (Pı9+Pp:p2) (pı+ [p2+ pP] 9° 
2,.29,Pı(Pp + pP) + 2Ppı9,P:P: 7 
= 2,.10 +10 = 50. 
*) Hier, wie in allen folgenden Berechnungen bedeutet », die Zahl 
n(n—1)(n—2)...(n—p-+1) 


Bun. 
welche angiebt, wie oft man aus n Elementen je p herausgreifen kann. 
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Bei der Berechnung der Ausartungsanzahlen 2 aus den sechs Involutions- 


anzahlen hat man namentlich auf folgendes zu achten. z ist Null, wenn 
die gegebenen Bedingungen nicht die Lage des Strahls g, und des darauf 
befindlichen Punktes p, festzustellen vermögen. Die bei z stehende zwölt- 
fache Bedingung muss daher nothwendig die Bedingungen g,, oder g,, oder 
@, enthalten, um eine von Null verschiedene Anzahl hervorzurufen. Ferner 
beachte man, dass die zweifache Bedingung p,p, der Involution auf g, die 
Bedingung 4 liefert, und ausserdem die Lage der singulären Punkte fest- 
stellt. Ist die Involution ohne Hülfe der singulären Punkte bestimmt. so 
muss noch eine andere Bedingung, nämlich eine Bedingung T, verwandt 
werden, um die Lage eines singulären Punktes festzustellen, wodureh dann 
auch der andere singuläre Punkt eindeutig bestimmt ist. Um die auf die 
smgulären Punkte des Strahles 9 bezüglichen Bedingungen in Involutions- 
Bedingungen umzuformen, hat man häufig erst die Ineidenzformeln des 
Verfassers für Punkt und Strahl (Math. Ann. Bd. X, pag. 27 oder Kalkiil 
der abzähl. Geom. pag. 25 und 26) anzuwenden, wie das folgende Bei- 
spiel lehrt. 

Um z6,©°9 zu berechnen, hat man zunächst nothwendig eine und 
nur eine der fünf Bedingungen © zur Feststellung des singulären Punktes 
p, auf g, zu verwenden. Dann müssen die übrigen vier Bedingungen { 
und die drei Bedingungen 9 zur Festlegung der Involution und der singu- 
lären Punkte auf g, verwandt werden. Dies kann nun in zweierlei Weise 
geschehen. Erstens können drei Bedingungen { zur Bestimmung des einen 
singulären Punktes und eine Bedingung [ zur Bestimmung des anderen 
singulären Punktes verwandt werden. Dadurch erhalten wir die Bedingung 
p'q, wenn p der eine, qg der andere singuläre Punkt ist. Nun ist aber 
nach den Incidenzformeln, wenn der Verbindungsstrahl von p und q mit g 
bezeichnet wird, 

Pg=(Pn-9)9 =P99 49: 
und da pgq eine Bedingung 9 liefert, so erhalten wir in diesem Falle für 
die Zahl der Involutionen : 

9,#—gF oder 4-9. 

Zweitens können aber auch die vier Bedingungen { auf 4.4,-fache, d. h. 
dreifache Weise so vertheilt werden, dass zwei für die Festlegung des 
einen und zwei für die Festlegung des anderen singulären Punktes ver- 
wandt werden. Dadurch erhalten wir p'g’, wofür nach den Ineidenzformeln 
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geschrieben werden kann: 


(p9 —9.)(949 9.) Ä 
oder 


Pag —gP—99+6@ = Pg9.+Pq9,—-P9:— 49: +@. 
Dies giebt für die Zahl der Involutionen mit Festlegung der singulären 
Punkte den zweiten Addenden: 
+4,29, oder 3+4—2. 


$. 6. 
Die Berechnung der Anzahlen für die Ausartung w. 

Die Ausartung » kann die Bedingung { auf zweierlei Weise erfüllen. 
erstens dadurch, dass ® seinen singulären Punkt p auf einer der beiden 
durch © gegebenen Ebenen besitzt, zweitens auch dadurch, dass die bei o 
auf g, und 9 liegenden projeetiven Punktreihen die Bedingung erfüllen, 
zwei einander entsprechende Punkte auf den beiden Ebenen von { zu be- 
sitzen. Bezeichnet man die letztgenannte Bedingung mit 7, so kommt also: 


(11) oT = wp+on. 
Um ©% zu erfüllen, muss man irgend eine der beiden durch 9 gegebenen 
Ebenen zur Festlegung des singulären Punktes p verwenden, gleichviel, in 
welchem Punkte dann die andere Ebene den Strahl g, schneidet. Also ist: 
(12.) FI = 2.0p. 
Ebenso ergiebt sich, da in p die beiden Doppelpunkte vereinigt liegen, 
(13) od = 2.wp. 
Die Formeln (12.) und (13.) bestätigen von neuem die auch für das all- 
semeine Gebilde /' geltende Formel (3.). 

Die Bedingung B kann von ® nur dadurch erfüllt werden, dass 
irgend eine der beiden 9, zugeordneten Ebenen den Strahl 9, in p schneidet. 
und dass die andere den Strahl 9 in einem Punkte schneidet, welcher 
projeetiv entspricht dem Punkte, in welchem der Strahl g, von der y 
zugeordneten Ebene geschnitten wird. Also ist: 

(14) w»B = 2.wpn. 


Hiernach kann man die gesuchten Ausartungsanzahlen leicht berechnen, 
wenn man die Anzahlen für das Gebilde kennt, welches aus zwei ein-ein- 
deutig, d. h. projectiv zugeordneten geraden Punktreihen besteht. Diese 
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Anzahlen hat zuerst Herr Sturm, und zwar für das dual entsprechende 
Gebilde, in seinem „Probleme der räumlichen Projeetivität*“ (Gött. Nachr. 
1873, pag. 311 bis 320, Math. Ann. Bd. VI, pag. 513 bis 550) berechnet, 
und später bei seinen weiteren Untersuchungen über correlative Bündel 
angewandt. Bei dem heutigen Stande der geometrischen Abzählungsmethode 
lassen sich diese Anzahlen viel kürzer und übersichtlicher berechnen. 
Deshalb soll die wenig Raum kostende Berechnung aller dieser Anzahlen 
hier eingeschaltet werden. 


Das aus zwei projectiven geraden Punktreihen bestehende Gebilde 

Das Gebilde $, welches aus zwei projectiv zugeordneten geraden 
Punktreihen mit den Trägern g und g’ besteht, hat nach $. 1 die Constantenzahl 
3+4+4 oder 11. Für dieses Gebilde & bezeichne 7 die Bedingung, dass zwei 
gegebene Ebenen die Strahlen g und g’ in zugeordneten Punkten schneiden. 
Die einzige Ausartung e von & kann man in folgender Weise erzeugen. 
Man denke sich zunächst in fester Ebene zwei projeetive Strahlbüschel mit 
den Scheiteln S und S’, und zwei Gerade g und g’, und ordne immer zwei 
solche Punkte von g und g’ einander zu, die auf entsprechenden Strahlen 
der beiden Strahlbüschel liegen. Dadurch entstehen auf g und g’ projeetive 
Punktreihen. Legt man dann den Scheitel S auf g selbst, so entspricht 


jedem beliebigen Punkte auf g’ der eonstante Punkt S auf g, und jedem 


beliebigen Punkte auf g der copstante Schnittpunkt von g und g’. Diese 
speciellere projeetive Beziehung zwischen den beiden geraden Punktreihen 
bleibt erhalten, wenn man jede derselben irgend wie durch Projeetionen 
auf zwei andere Gerade wirft. Wir erhalten also die folgende Definition 
für die Ausartung e des Gebildes &. s& besteht aus zwei Geraden g und 
g mit zwei singulären Punkten p resp. p’, so dass jedem beliebigen Punkte 
auf g immer der Punkt p’, jedem beliebigen Punkte auf g’ immer der Punkt 
p entspricht. Die Bedingung, welche & dadurch erfüllt, dass es zu einer 
Ausartung e wird, heisse auch 2 Man kann nun leicht eine Gleichung 
zwischen den vier einfachen Bedingungen rz, g, g’, & in folgender Weise 
erhalten. Man betrachte ein einstufiges System von Gebilden $, und 
nehme zwei feste Ebenen E und F an. In jedem der x! Gebilde $ des 
Systems ist dann ein Punktepaar auf g’ dadurch festgestellt, dass man zu 
den beiden Schnittpunkten von g mit den Ebenen E und F die beiden ent- 
Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 4. 42 











326 Schubert, ein-zweideutige Beziehung zwischen geraden Punktreihen. 


sprechenden Punkte bestimmt. Auf das so entstehende einstufige System 
von Punktepaaren wende man die schon im $. 4 angewandte Coineidenz- 
formel erster Dimension für Punktepaare an. Dann erhält man: 
n+n—-g = g+s, 
und zwar g+e, weil die Punkte eines der «' Punktepaare sowohl dann 
coineidiren, wenn der Strahl g die Schnittgerade der beiden Ebenen E und 
F schneidet, wie auch dann, wenn ein Gebilde $ zu einer Ausartung : 
wird. Also ist: 
(15.) 2.n = g+g+e 
Hiernach kann man die Anzahlen für alle aus z und den Grundbedingungen 
von g und g’ zusammengesetzten elffachen Bedingungen bei einem geschickten 
Gange der Berechnung bestimmen, wenn man die Ausartungszahlen, d. h. 
die Zahlen für die e enthaltenden Bedingungen kennt. Nun aber ist, gemäss 
der Definition von &, 
en = £p-+ep. 
Deshalb folgen die Ausartungsanzahlen unmittelbar aus den axiomatischen 
Anzahlen des Raumes. Nur sechs von ihnen haben von Null verschiedene 
Werthe: eg,ga*=4,.1, weil zwei von den vier Bedingungen n zur Fest- 
stellung von p, die anderen beiden zur Feststellung von p’ verwandt 
werden müssen; ebenso: 

8, =b.l, EB =2 gan =d, egal =d eg,ga®—=1. 
Dieselben Werthe erhält man natürlich bei Vertauschung der beiden Träger 
g und g. Man kann nun gemäss der Formel (15.) die in der folgenden 
Tabelle unter rn aufgeführten sämmtlichen Anzahlen für das Gebilde & 
aus den berechneten sechs Ausartungsanzahlen e und den immer schon 
vorher bestimmten Zahlen g und y’ im Kopfe ausrechnen. Jede Zahl der 
Tabelle giebt an, wie viel Gebilde & die links vorangestellte, zehnfache 
Bedingung und die vertikal darübergestellte einfache Bedingung zugleich 
erfüllen. Die Zahlen g und g’ sind entweder Null, oder immer schon vor- 
her berechnet. Da zweien, durch Vertauschung von g und g’ in einander 
übergehenden Bedingungen ein und derselbe Zahlenwerth zukommt, so ist 
von solchen zwei Bedingungen immer nur die eine angeführt. 
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Tabelle der Anzahlen für zwei projeetive gerade Punktreihen. 











5 | | 

Z= Ben Bu 9 7 ® 9 9 7 
GG'n’ | 2 1010 1 9p9e 77° 0 319 6 
gen’? 3 | 1 0 2 ge 9e7T° 0 3 3 3 
g.G@'n | 0| 2 0 1 gn’ | 0 7 | A 

n gen | A| 2108 gg.n’ 0 91|7|18 

d gun | 6| 2| 2 5 gm | 0,1 7/16 
g9G'n’ | 0| 4 0 2 gprt" 0 16 4 10 

: ge 5 39 dm |0|8|ıa| 6 
om) 015 1ı 8 gg'n® 0 | 24 | 24 | 24 

ea | o|l2l0|1 ge” 0) | 16 | 0 

n gen’ | 0|12 u: zu‘? Ü 20 20 20 

u pr | 20 | 9 9/19 

. 

S Hiernach ist z. B. 9,9,” = 19 oder in Worten: 

Sind sieben Ebenen und ein Punkt, und ihnen einzeln zugeordnet, 

sieben andere Ebenen und ein anderer Punkt gegeben, so lassen sich neunzehn 
n Gerade durch den ersten Punkt so legen, dass ihre Schnittpunkte mit den 
e sieben zugehörigen Ebenen projectiv entsprechen den sieben Schnittpunkten, 
welche die anderen sieben Ebenen auf einer, nun völlig bestimmten, durch den 
f zweiten Punkt gehenden Geraden besitzen. 

Um ein zweites Beispiel der Uebersetzung unserer 21 Anzahlen in 
herkömmliche Terminologie zu haben, kleiden wir noch das Resultat 
g,=' = g," = 10 in Worte: 

‚ Sind neun Ebenen und ihhen einzeln zugeordnet neun andere Ebenen 
gegeben, so giebt es in jedem Strahlenbündel zehn Strahlen, deren jeder im 
Raume einen zugeordneten zweiten Strahl von folgender Beschaffenheit be- 
A stimmt. Der erste Strahl schneidet die ersten neun Ebenen in neun Punkten, 
welche projectiv entsprechen den neun Punkten, in denen der zweite Strahl 
von den anderen neun Ebenen geschnitten wird. 
: Weitere Resultate kann man aus den gewonnenen 21 Anzahlen bei 
j Anwendung meiner Coincidenzformeln für das Strahlenpaar entnehmen. 
(Cf. Math. Ann. Bd. X, pag. 68, 69 und auch 89, 90, Kalkül der abzähl. 


(Geom. pag. 61 u. 62, F. 34 bis 38.) Lässt man z.B. die beiden Träger 
g und g der beiden projectiven Punktreihen in eine und dieselbe Gerade h 
zusammenfallen, so erhält man ein Gebilde mit einer um vier kleineren 
Constantenzahl, für welches-nach den fünf Zahlen: 

)) 
42% 
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+ 5 
h,n’, hn, 


gefragt werden könnte. Diese Zahlen ergeben sich aber gemäss den eitirten 
Formeln in folgender Weise aus den oben berechneten Anzahlen: 

= (Gg+g@)n"= 242 =4, 

h,n = G9,+9,9,+9.@ = 145+41= 177, 

h, = G9,+9,9,+9,@ =3+5+3 = 11, 

h"=Gg+g(g+9)+(g.+9)9+9@ = 24349434942 = 28, 

"= G+gg+9.9.+9,9,+99 + @ = 147434194741 = 38. 

Beispielsweise lautet das letztgenannte Resultat n’= 38 in Worten: 

Sind sieben Ebenen, und ihnen einzeln zugeordnet, sieben andere Ebenen 
gegeben, so existiren 38 Strahlen, deren jeder die sieben ersten Ebenen in 


sieben Punkten schneidet, welche projectiv entsprechen den sieben Punkten, in 
denen derselbe Strahl von den sieben anderen Ebenen geschnitten wird. 


h,n’, ha’, nm’ 


Aus den für das Gebilde & berechneten Anzahlen resultiren die 
gesuchten Ausartungsanzahlen w für unser Gebilde 7’ durch Vermittelung 
der Formeln (11.) bis (14.) ohne Weiteres, wie die folgenden vier Bei- 
spiele lehren: 


wg 9,54 Dur ogglptr)". 2p 
—2.7,.09,9,p ”+2.7,.0g,9,p 
= 2.7,.2+2., 1 = 2. 
09,9, = WI pt) 
— 1.0 9,9, P "+ 7.09,9,P "+ T.0g,,pÜ 
—= 17,.2+7,.9+47,.9 = 238. 
ge =wg(p+n).(2p) 
= 2’.0g, pn” = 2°.16 = 128. 
woB ze au (2p a)’ p+ m)e — 9 .op’n® 
= 2°.10 = 80. 
Bei dieser Bereehnung hat man namentlich zu beachten, dass für die Fest- 
stellung des singulären Punktes auf 9, die Bedingung p' oder p’ oder p' 
gegeben sein muss, und dass die Bedingung p’ resp. p’ dem auf w liegen- 
den Gebilde & die Bedingung liefert, dass g, eine gegebene Gerade schneidet, 
resp. durch einen gegebenen Punkt geht. 
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pn 
in 


in 


p° 
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8.7. 


Die Bereehnung der Anzahlen für zwei ein-zweideutig auf einander bezogene 
gerade Punktreihen. 


Es sind jetzt alle Vorarbeiten zur Berechnung der gesuchten An- 
zahlen für unser Gebilde /' durch die Formeln (2.), (4.), (5.) des $. 4 so- 
wie durch $&.5 und $.6 erledigt. Wir berücksichtigen bei der Berechnung 
ausser den auf die Strahlen g, und 9 bezüglichen Grundbedingungen nur 
die Bedingungen & und 9. Dadurch sind zugleich alle Z, 9 und Ö bezüg- 
lichen Bedingungen bestimmt, weil nach der Formel (3.) des $.4. 0-9 
ist. Der Kürze wegen unterlassen wir die Berechnung der im allgemeinen 
kleineren Anzahlen für die B enthaltenden Bedingungen, und zeigen nur 
nachträglich beispielsweise die Bestimmung solcher Anzahlen sowohl durch 
die Formeln (2.) und (5.), wie auch dureh die Formeln (6.) und (7.). 

In den folgenden Tabellen ist in der ersten Columne immer die 
definirende zwölffache Bedingung des betrachteten einstufigen Systems an- 
geführt. Die zweite und dritte Columne enthalten die Ausartungsanzahlen 
wo und #, wobei zugleich die Art der Berechnung angedeutet ist. Die fett- 
gedruckten Zahlen bei »® sind immer Anzahlen für die auf » liegenden, 
projectiven geraden Punktreihen ($. 6), die fettgedruckten Zahlen bei z sind 
immer Anzahlen für die auf 2 liegende Involution ($.5). Die in der 
vierten und fünften Columne zusammengestellten Anzahlen 9 und g, sind 
immer entweder Null oder mit vorher berechneten Anzahlen identisch; z. B. 


( 


ist die Zahl g, des durch g,,C 9° definirten Systems dasselbe, wie die vor- 


4 
‚p 


‘. 


her bereehnete Zahl © des durch 9, 9° definirten Systems, oder die Zahl 
$ des durch g,£°9° definirten Systems. Die Zahlen T der sechsten Columne 
ergeben sich dann aus den vier voranstehenden Zahlen durch die Formel 
(2.), die Zahlen 9 der siebenten Columne durch die Formel (5.). Da die 
Anzahl für jede Bedingung, weiche sowohl [ als 9 enthält, auf zweierlei 


» ) 


Weise entsteht, nämlich sowohl in der sechsten, wie in der siebenten UÜo- 
lumne, so ist eine fortwährende Controle der Rechnung möglich. Den 
höhere Potenzen von 9 enthaltenden Bedingungen gehören Anzahlen an, 
welche gleich Null werden und deshalb fortgelassen sind. Die von Null 
verschiedenen Anzahlen für die Bedingungen, welche die höchsten Potenzen 
von 9 enthalten, können auch immer direet den in $.5 berechneten Anzahlen 
für die Involution entnommen werden, mit Benutzung „ewisser Anzahlen 
des 8.6. ZB. ist 9,9, 9” gleich neun, weil nach $.5 durch 9,9 drei 
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da nach $.6 @g,£° gleich drei 


ist. 
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Involutionen bestimmt sind, und jede derselben drei Gebilde Z’ bestimmt. 












Für das Verständniss der durch die folgenden Tabellen gelieferten Re- 
sultate hat man nur zu beachten, dass jede Anzahl angiebt, wie viel Gebilde 
die in ihrer Horizontalreihe vorgestellte zwölffache Bedingung, und die in 
ihrer Vertikalreihe darüber gestellte, einfache Bedingung zugleich erfüllen. 


Tabellen der Anzahlen für zwei ein-zweideutig zugeordnete gerade Punktreihen. 


Tabelle A. 














We Fre 19 
6,6, 6 Ba a a a" 1 2 
6,608 21 Te En 2 
CAR Pa 0 2.1 0: m 1 0 
G, 91,’ 1 vr 8 | 5 
Be ee Re 5 2 
6,9, 9° 0 3,.1 DB .4 3 2 0 
G, 916° 6.1 0 | 0 8 3 3 
6, 2 0 m 5 3 1 
G, 9.89 0 0 A 2 1 0 
G,9ul' we Tee | 0,3 6 9 
Ge | ehe | 5.1) 015 9 3 
| | | ’ 
G, Yıp E F | 0) | 4, . 1 | 0 | 2 3 Ü 
G,g,E me 0 70 1346| 8 7 a 
6,989 21.2 0:3 2 I 1% 2 
G,9,50 Ö 0 #1 2 v 
G,® 8.1 ee 6 | 4 
1,0 2.1 0 | 0 | 7 A 1 
1,09 0 u a 1 0 
Tabelle B. 
@ rg , 
9,6@,& 5,.1+5,.2 | 0 7 | 0 6 | 11 
2 + | 4 | 2 | 0 1 | 8 
ne A 0 Zu 
96,89 0 re s |ıo0 
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w % 9; 9, [ 3 
P2s91s£° 6,2+6,.5 0 3 6 21 33 
929 | 2.245,51] | 5,31 5 11 33 20 
9 | 22] 4,148) 2 8 20 6 
939,5 0° | 0 3,8 | Ü > 6 0 
939e& | 7.1+7,.83 | () 3 21 3A 24 
99. | +] | 0 3 33 24 12 
99 | 2°.[5,.1 | () ] 20 12 3 
99.60 (0) () (0) 6 € () 
92:91, 6° 7,3+7,.9 0 6 21 AS 69 
92:91y a; 2 . 6, .3+6,.9 6,.3-.1 9 39 69 36 
9:9, 2°.15,.3] 5,.1-+8) 3 20 36 9 
939,60 Ö 4.8 0 6 ) v 
92:9, 8,24+8,.7 v S 24448 72 64 
924, 272477 | v 7 24469 64 28 
9294,60 | 2°.16,.2] 0 2 12+36 2s 6 
VER 0 0 0 3+ 9 6 0 
92° 9,.149,.4 0 6 72 60 42 
ER ı 2°.[8,.1+8,.4| | 0 4 64 42 16 
92,67 9° | 2°.[7,.1] rg 1 28 16 3 
PER u | 0 a 0 6 £ 0 
Tabelle ©. 
w ‚% g, g, C u 
9.6, 6 6,.2-+6,.1 0 6 0 15 J4 
9.0,0 2'.5,.2+5,.1] | 5,.3.1 | 1 v 24 22 
2 | 2 4.3.81) 8 0 22 12 
2 0 3,.(8-+-8) 3 0 12 3 
9.0, | 0 2.8 0 0 € 0 
Ieg1L 17,8547,3 | 0 1 |» 60 84 
9: | 2.6546] 6,3 3 | 24 sA 66 
m | aIr | .- 07 | - FR Of 
9.90 | 29.5.9] 5,.3.(8—1) | 20 22 66 30 
nt | 0 | 4.848) | 6 12 0,0% 
rg | Ö 9.8 Bi 3 6 0 
92.91.C° 8.3+83,.83 | v | 24 60 s1 78 
9.9. 278,8] | 0 “= Im un 48 
ug. | 2°.6,-8] 0 12 | 6 4as 18 
rege | 0 0 | 3| 390 118 3 
geld | 0 0 016 € 0 
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w % 9: g, a u 
991,6 8,.9-+3,.6 | 0 48 60 153 198 
mE | 2117 .9-+7,.6]) | 7,31 69 84 198 138 
2,0 | 2.69 6,.3.8—1) 36 66 138 54 
9m, 0 5,.(8-+8) 9 30 54 9 
9.9, 0 0 4.3 0 6 9 0 
9.98 9,.7+9,.8 | v 72 sI+153 29970 | 234 
VER RE 4 21.8.7488] 0 64 7841098 2834 | 128 
94,0 2°.[7,.7] 0 28 484135 128 42 
9.450 Ü 0 6 18+ 54 m 6 
9.9, 0 0 0 3+ 9 6 0 
VE 10,.4+-10,.6 0 60 270 255 180 
VERS 4 2'.19,.4--9,..6] | 0 42 234 180 84 
20 2°.[8,.4] 0 16 128 SA 24 
9.00 0 0 3 42 24 3 
g,SU 0 0 0 6 3 0 
Tabelle D 
(0) x g, g, Ä u 
9, @, © 6,.1-++6,.2-+6,.3 0 6 0 23 40 
92,06% | 2'.[5,.145,.245,8] 5.[4.1431] ıı 0 203 
9,6, | 2°.[4,.144,.2] 4 ..1.1-+3.83] 3 0 31 2 
96,89 2°.[3,.1] 3.18+7] 3 0 20 7 
VERS 2 0 2.7] 0 0 7 0 
92,95 1,.2+7,5+7.9 0 21 95 92 140 
99 2.16.2465 +6,.9] 6,./4.1-++-3.1] 33 40 1410 102 
99 2.5, 245,8] 5,.[1.14+3.3] 20 34 102 50 
99,0 29.42] 4.187] 6 20 0 14 
998" W 3.7] 0 7 14 v 
92 91.6 8,.14-8,.3+8..6 Ö 24 92 117 115 
99.59, 2'.17,.14+7,.3+7,.6] 0 24 140 118 12 
99.59 | 2°.|6,.14-6,.8] 0 12 102 72 3 
99.53 2°.|5,-1] 0 3 50 30 \ 
9294 Ü 0 0 14 7 y 
G2p IipS' 8..3+3,.9+53,.19 0 48 92 237 994 
9,9yE9 | 2.17,3+7,.947,.19] | 7,.14.143.1] | 69 140 334 214 
99,9, 2°.16,.-3+6,-9] 6,.[1.1-+3.83| 36 102 214 0 
9,9, 3| 2°.[5,-3 9,847] I 50 90 21 
9ygI1y,S 4" 0 4.7] 0 14 21 0 
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4154 | 2'.18,.2+8,.7+8,.16] 0 64 394 192 
9450 gi 7.2+1,.7 0 28 12-214 192 v0 
9959 | 2°.|6,.2] Ö 6 30+ 90 70 14 
994,54 0 0 0 7+ 21 14 0 
5 10,.1+10,.4-+-10,.10 v 60 390 359 260 
9,69 2'.19,.1+-9,.4+9,.10) 0 42 994 260 124 
EL u 2°.|8,.1+3,.4] Ü 16 192 124 40 
gyp6r . 2°.[7,.1] 0 > 0 AO fi 
6 | Ü () u 14 7 () 
Tabelle E. 
u “ 9; Y) E J 
1.68 7,2+7,1+83)+17,.2 ( 38 0 Ss 192 
ne 26,26 + 6,2] 6,.10.1 64| 0] 122 | 120 
609 | 2°.[5,.2-+5,.(1+4+8) 5..14.3—1)+3.2.83-21 56 0 i20 \4 
6,50 | 2°.[4,-2] 4..,3+3.(8+7—8) 2 Ö SA 40 
6,00" 0 ..(3+7)+10| 10 0 40 10 
0,60 0 2.10 0 0 10 0 
I1s% 3.9+8,.(9+8)+3,.7 Ü 152.80: 860 | 488 
1,4. 2'.17,.947.(9+8)+1,.7 7,.10.1 22 122 ASS 420 
10 2°,]6,.9-+6,.(9+8)] 6,.14.(3—1)+3.2.3—2.1D)| 168 120 120 252 
4,9% 2°.15 57 2,3 3.(e 1- 3) S() 4 I, 100 
0,9,6. 0" 0 t,..(8+7)+10| aM 4) 100 a 
9,4 u () ,.10 () 10 20) () 
9,918 9,.349,.(64+83)+9,.8 v 198 8360. 540 522 
0,9, 2'.[8,.3+8,.(6+83)+8,.8] 0 196 | 488 922 360 
1,9, 27T. 3+7,.(6+8) () 120 | 420 3060 180 
2.09 | 2°.[6,.83] 0 18 252 IS0 50 
0 Dr w 0 10 10% 60 It 
gu U) 0) 0 2 10 0) 
9,91,$° 9.9+0,.19+6)+9,.16 v 390 , 360 | 1020 1290 
1,1, 2\.[8,.9 S.19+6)+8,.16) S..10.1 32 | 488. 1290 1000 
1,9, | 2°.17.9+7,.19+8)] 1,.14.(3—D)+3.2.3—2.1)]| 352 | 420, 1000 528 
9,9, | 2°.|6,.9) 6,.18+3.(8+7—8)] 144 252 | 8528 | 180 
9,91 a | U 9.1(34 7) -10 30 |: 100 ISO 30 
9,9,5' 0° | Ü 4.10 () %) 30 () 
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w | z VB | g, £ } 


De 











9,96 10,.7+ 10,.(8+16)+10,.24 0 660 11560 1980 171, . 
299 219749.(S+16)49,.24] 0 588 11812 1740 10. 4 
09 | 2.[8,.7+8,.(8+16)] 0 320 11360 1080 so, 4 
48 | 2°.[7,.7] 0 1121 708480 0; 
VRR 0 0 20 20 120 Sa, 
9,9, 0 0 0| 40 20 £ ar 
Wr 11,.4--11,.10-+6)+11,.20 ( 610 1980 2040 140 gyS Y 
9,64 2'.[10,.4+10,.(10-++6)-+10,.20] 0 440 1740. 1490 su: 
ge >.[9,.449,.10+6)] 0 208 11080. 800 So, :; 
gr 2°.[8,-4] | v 64480 812 sa, 0 
9,5 8° 0 0 10 | 140 Su 9 
VP 9 0 Ü 0 2 10 . 2 9 
9 
Tabelle F. TRIEN ; 
r % 19 mise 
1 
G,& 3,.3-+8,.2-+8..1 0 s0 0| 138 | ı% "09 
6.9 2'1.17,.3+7,.2+7,.1] 7.1041 122 0 196 20 ng 
6° 2°,.[6,.3-+6,.2] 6,.10.(3—1) 120 0) 200. 1% gi 
69 | 2°.[5,.8] 5,.14.(7—8)+3.(8+7—28)|| 84) 0) 160 a 44 
Gr Ö 4.7+3.10—8)] 40 0 64 ng: 
GE Ö 3..[10+10] 100 40 
G 69° 0 2.10] 0 0 10 
Y1s6' 9,.9+9,.7+9 4 0 360, 138) 690 | » 
© 2.804878, 8.101 488 196 | 882 © 
ct | IT DHT.T  7,.10.8—D) 420 | 2001800 5 | 
99 | 2°.[6,.9]  6,.[4(7—-8)+3.(8+7—2.8)]| 252 | 160 | 560 >38 
9,69" 0 5,.[7+3.10—8)] 100 | 961 288 | | 
9.69 0 4,.[10-+10] 20| 40) 10 2 
9,59" 0 3..[10] | 0|I 10 20 


ges 10,.6+ 10,.8-+10,.6 v 540 | 690 1170 1110 
9.85% 2'.[9,.6+9,.8-+9,.6] v 522| 882 | 1110 31 
9.09 | 2°.[8..6+8,-8] | v 360 | 800.816 1m 
9.59 | 2°.[7,.6] | Ö 180 | 5560| A722 
gu& 0" 0 | 0 60! 288 204 
9.69 0 | 0 10: 100 60 0 


guC' 9 Ö | 0 | 01 20 10 0 
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für die aus den Grundbedingungen von g, und g, aus T und aus 9 zu- 
sammengesetzten Bedingungen übersetzen wir Beispiels halber zwei Resultate 


Von den eben berechneten 150 von Null versehiedenen Anzahlen 


in Worte: 


1. Das Resultat ©” = 5320 heisst in Worten: 


w % NP 9; - J 
ee ' 10,.19-+10,.16-+10,.10 Ö 1020 | 690 | 2140 2570 
„es, 2".[9,.19+9,.16+9,.10] 9,.10.1 1290 , 882 | 2570 2128 
169° 2°.[8,.19+3,.16] 8,.10.(3—1) 1000 | 800 | 2128 1336 
. y 2°.[7,.19] 1,.|4.(7—8)+3.3+7—2.8)| 528 | 560 | 1336 604 
ah de 0 6,.[7+3.10—8)] 180 288 | 60% 180 
1,68 0 5,.[710-+10] 30.100! 180 30 
69° 0 4,10 01 21.800 
NS 11,.16+-11,.24+11,.20 0 1980 3310 | A680 4070 
' 9 | 2'[10,.16+10,.24+-10,.20] 0 1740 3680 |, 4070 2720 
2 2°.[9..16-+9,.24] 0 1080 2944 2720 1416 
19 218.16] 0 480 1808 1416 544 
Re 0 0 140.808) BA | 140 
29° ( 0 20. 240 1410 20) 
TR Zu 0 v 0 20 0 
Er 12,.10+12,.20+12,.20 v 2040 4680 | 5320 3920 
19 2'.[11,.10+11,.20+11,.20] 0 1490 4070 | 83920 2280 
a 2°.[10,.10+10,.20] 0 800 |2720 | 2280 1040 
a 2°.[9,.10] Ü 312 11416 , 1040 | 352 
ey‘ Ü 0 SO | 544 392 SO 
eg 0 0 10 | 140 Ss0 10 
9° 0 0 0, 20 10 0 


Sind dreizehn Ebenen, und ihnen einzeln zugeordnet, dreizehn andere 


Ebenen gegeben, so lassen sich 5320 mal zwei Strahlen so legen, dass die 


dreizehn Schnittpunkte des ersten Strahles mit der ersten Gruppe von Ebenen, 


und die dreizehn Schnittpunkte des zweiten Strahles mit der zweiten Gruppe 


von Ebenen durch eine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Punkten der 


beiden Strahlen einander zugeordnet werden können. 
2. Das Resultat @, 9° 


— 200 heisst in Worten: 


Ist ein Strahl, und auf ihm sieben Punkte gegeben, so lassen sich 
diesem Strahle 200 Strahlen zuordnen, deren jeder die folgende Beschaffenheit 


43* 
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hat. Jedem Punkte des ursprünglichen Strahles entsprechen zwei Punkte 


dieses neuen Strahles, jedem Punkte des neuen Strahles aber nur ein einziger 
Punkt des ursprünglichen Strahles, und zwar ist immer einer der beiden 


Punkte, welche einem der sieben. gegebenen Punkte entsprechen, auf einer 
gegebenen Ebene gelegen, und auf dem neuen Strahle bestimmen zweimal zwei 
gegebene Ebenen je zwei Schnittpunkte, welche einem und demselben, auf 


dem ursprünglichen Strahle liegenden Punkte entsprechen. 

Von den Anzahlen für die B enthaltenden Bedingungen berechnen 
wir, der Kürze wegen, nur einen kleinen Theil. Durch die Formeln (2.) 
und (9.) erhält man folgende Tabelle, die ebenso eingerichtet ist, wie die 
vorangehenden Tabellen A bis F. 


Tabelle @. 








w % 9; 9, [ 4 
6,6, B? | 0 2.1 0 0) ı 0 
G,G, BZ 2,1 41 0 0 1 l 
G,@, BIS 0 I+1 V Ö [| Ö 
G,g1,B’£ Ö ı 2,.1+2,-1 0 l 2 0 
G,91,b£° 22 | 3,1 () 1 3 2 
G,9,BE° 49 0 | 2,1+2,.1 0 wu 0 
9:@,B’L | 2°1 2.8 1 0 A 3 
9,@,B’3 0 2.3 0 0 3 v 
9,6, BL 21[3,.1+3,2] | 3.1 | 0 5 6 
9,G@, BEI 2’1 (1+83)+2,.2 | 1 | 0 6 ; 
9,6, BI 0 3-+8 ı 0 0 3 0 
G@,9. BL 2'1 | v 0 3 2 1 
@G,9,.BE’49 0 0 wu 2 1 0 
G,9.B’E& Ö | Ö DET 1 0 
@G,g1, BE" 2183 4,.1 0 3 6 B 
G,9,yBEs | Ö '3,.1-+3,.1 0 I 2 3 Ö 
G,9,B’ Ü '2.1+2,.1 0 | 3 3 VÖ 
Q25 is B y | 2'.[4, 2+4,.8] 4, Ei 3 B ) | 18 | 16 
9,9uBE4 | 2°2 3.&8+1+3,.241 2 Ö 16 6 
9,9, BE | 0 ı 2,.3+2,.8 Pic ma Ze 
93:91, B’ö | 27 | 2,.(1+8)+2,.2,.2.1 2 1% ı 12 6 
92 91: B’SI  2,.3+2,.3 EB 0 
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le 
en 9.6, Bü 2'.[4,.2-+4,.1] | 3.1 > 0 11 14 
E 9.,@, BI’% 2'.2 3,.(38—1)+3,.2 6 Ü 14 10 
2 1.6, BE 3 0 3131222 3 0. 3 
" 9.6,BE 9° 0 3183 0 0 3 0 
uf 9.91,«B 2'.[5,.95+5,.83] 5.8 18 11 N 46 
9.91 BÜx 2,5 4,.3.2+4,.2.1 16 14 A6 26 
Pr 9.9 BE9° 0 3..(8+8)+3,.2.2 6 10 26 6 
) 9.9, BEI" 0 2,.,3+2,8 V 3 6 u 
ie 
Will man zur Berechnung der Anzahlen für die B enthaltenden Be- 
dingungen die Formeln (6.) und (7.) anwenden, so hat man ein zweistufiges 
System vorauszusetzen, und für dieses die Zahlen [9, g,, op resp. T, 
” 9» 925 91, #pı als bekannt anzusehen. Beispiele für die Berechnung ge- 
— mäss der Formel (7.) liefert die folgende Tabelle. 


Tabelle H. 





nn c 


59—2.9e xp, b 





G,6G,© | 0 0 0 l 
6,6, B£ 
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E 69,—2.9r, 91. | AP, B 
9@,& 6 1—2.0 0 v 5) 
9,6, BÜ ) 1—20 | 0 0 | A 
926, B? 4 1-20 | 0 67.7 7 
92: 91°” 21 | 3—2.0 0 0 18 
959, BE | 18 | 3—2.0 0 3,1 12 
939, B’ü | 12 2—20 | 0 2.2 | 6 
991° 60 °ı21-—23 | 0 0 45 
91 BÄ 45 18—23 | 0 1.4,.1 30 
9,9, PT 30 12—2.2 0) 2.2 18 
92.91, B’ 18 62.0 0 3.21 6 


Die Anzahlen für diejenigen Bedingungen, welche nur aus B und 
den Grundbedingungen von g, und g, zusammengesetzt sind, welche also 
weder © noch 9 enthalten, lassen sich durch die Formeln (2.) und (5.) 
überhaupt nieht berechnen. Diese Anzahlen liefert aber die folgende. 
auf der Formel (6.) beruhende Tabelle, wo nur die Null werdenden An- 
zahlen ausgelassen sind. 


Tabelle J 








C% 2.92, wp B 
g92,@, B’ 3 0 0 3 
9%» 91: BSH 6 0 0 6 
92,91 B’SY ı 14 0 0 14 
9,6, B’C9 98 Ö 0 22 
9,9. BI 10 0 0 10 
9,9,PH 30 B-.1:.:9 30 
9, B’H 16 12 0 64 
g, BI’ 20 Ö 0 ) 
92,91; B’ 6 0 0 6 
92» 91 B’ ı 14 v Ü 14 
9,6, B’ 22 6 0 16 
9,9. B’SI 10 0 :.1,/: 
9,91, B’S9 30 0 0 | 30 
gu B’CH 4 2 0 | 3 


g,B'9° 
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cs 2.92, wp B 
9,91. B' 10 v 0 10 
9, 91, B' 30 0 0 30 
9, B' 52 12 0 AO 
9,B'59 20 0 0 20 
g,B°’ 20 0 0 a) 


Die Tabellen A. bis J. berücksichtigen alle in $. 2 eingeführten Be- 
dingungen, wenn wir noch gemäss der Formel (3.) des $. 4 auf alle mög- 


liche Weise eine oder mehrere Bedingungen $ durch Ö ersetzen. Es ist z. B.: 


Is e d° — I: % Ö* I — Yıs & Ö° 9° — 9; a) i hy, 


Ind = Yis “ d y* ne Iıs ee g 5 = 101 ), 


so 
R Durch die berücksichtigten Bedingungen lassen sich noch manche anderen 


J. ® ® .. ® ® N 

1 Bedingungen leicht ausdrücken, z. B. die Bedingung d,, welche aussprechen 
ic, ee e s i 

\ soll, dass einer der beiden auf g, liegenden, den beiden Doppelpunkten ent- 
n- | 


sprechenden Punkte auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Für diese 
Bedingung d, findet man durch Gleichungen, die ähnlich abgeleitet werden, 
wie die in $. 4, entweder 

d, = 2.C—2.9 
oder 


d, & 9,+30-+2. 


Hiernach sind die Anzahlen für die d, enthaltenden Bedingungen leicht durch 
die oben berechneten Anzahlen zu bestimmen. 

Aus den gewonnenen Resultaten ergeben sich durch meine schon in 
$. 6 angewandten Coineidenzformeln des Strahlenpaars auch alle Anzahlen 
für das Gebilde 2, welches aus einem einzigen Strahle g und zwei auf 
ihm liegenden, ein-zweideutig zugeordneten Punktreihen besteht. Für dieses 
Gebilde bezeichne { wieder die Bedingung, dass zwei zugeordnete Punkte 
auf zwei gegebenen Ebenen liegen, und 9 wieder die Bedingung, dass zwei 
Punkte, die einem und demselben Punkte zugeordnet sind, auf zwei ge- 
gebenen Ebenen liegen. Dann erhält man, analog wie in $. 6 (pag. 328), 
durch Addition von oben berechneten Zahlen die in der folgenden Tabelle 
zusammengestellten Anzahlen. 
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Tabelle K. 
Ge=1l 9-2, GE =1, 
.6=I 969-6, 4-10, =, 
9.5 =39, 9°9=60, 4-4, gu = 18, 4,CH=3, 
,c=50, 09-8, gER=57, gER=%, 09 - 
9 =312, gI=46, 9 —= 338, EP = 284, 
ger =60, gE-I, 
©=89, 9 =1164, 59=911, 59 = 526, 
9-20, 9-60, =10. 


l 


=] 
* 


Diese Anzahlen für das Gebilde & lassen sich auch direet be- 
rechnen, und zwar durch Formeln, welche aus den Formeln des $. 4 hervor- 
sehen, indem man g, und 9, als identisch auffasst. 

Beispielsweise übersetzen wir das Resultat (’= 894 in Worte: 

Sind neun Ebenen gegeben, und ihnen einzeln zugeordnet neun andere 
Ebenen, so giebt es 894 mal einen Strahl, welcher von den ersten neun 
Ebenen in neun Punkten geschnitten wird, so dass jedem dieser neun Schnitt- 
punkte zwei auf demselben Strahle liegende Punkte entsprechen, von denen 


der eine immer auf der zugeordneten Ebene liegt. 


$. 8. 
Verwandte Probleme. 

Von dem in den voranstehenden Paragraphen gelösten Probleme 
kann man in verschiedenen Richtungen zu neuen, auf ähnliche Weise lös- 
baren Problemen gelangen. Zunächst kann man an die Stelle der beiden 
Geraden g, und 9 als der Träger der ein-zweideutigen Beziehung irgend 
welche andere Grundgebilde treten lassen, z. B. zwei Strahlbüschel oder 
eine gerade Punktreihe mit einem Ebenenbüschel u. s. w. Die Ausartungen 
der so entstehenden Gebilde stimmen mit den oben besprochenen Ausartungen 
wo und 2 hinsichtlich der speeieller gewordenen ein-zweideutigen Beziehung 
genau überein, wie schon in $.3 (pag. 316) hervorgehoben ist. Auch die 
Formeln des $. 4 bleiben in diesem Falle dieselben, nur dass bei einem 
Strahlbüschel an die Stelle einer Bedingung g die Summe p-+e tritt, wo p 
die Bedingung ausspricht, dass der Scheitel des Strahlbüschels auf einer 
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t 


segebenen Ebene liegen soll, und e die Bedingung bezeichnet, dass die 
Ebene des Strahlbüschels durch einen gegebenen Punkt gehen soll. 
Complieirter gestalten sich die Probleme, wenn man nicht mehr 
Grundgebilde, sondern Curven, Linienflächen oder Torsen als Träger der 
ein-zweideutigen Beziehung wählt. Setzt man drittens an die Stelle der 
ein-zweideutigen Beziehung die «@--deutige Beziehung, so erhält man ein 
Gebilde, dessen Anzahlen von den Anzahlen derjenigen Gebilde abhängen, 
bei denen « und £ kleinere Werthe haben. Beispielsweise hängen von 
den oben berechneten Anzahlen die Ausartungsanzahlen der ein-dreideutigen 
Beziehung ab. Häufig muss man auch den Anzahlen für die allgemeinste 
a-P-deutige Beziehung die Anzahlen für eine speciellere «--deutige Be- 
ziehung voranschicken, gerade so, wie man zu den Anzahlen der all- 
gemeinen Curve dritten Grades nicht eher gelangen kann, als bis man die 
Anzahlen für die Curven dritten Grades mit Doppelpunkt und mit Spitze 
berechnet hat. Z. B. muss der Berechnung der Anzahlen für die allge- 
meinste zwei-zweideutige Beziehung die Berechnung der Anzahlen für die- 


jenige speciellere zwei-zweideutige Beziehung vorangehen, wo immer einem 


Elemente a zwei Elemente 5 und 5b’ so entsprechen, dass umgekehrt jedem 
der beiden Elemente b und 5b’ ganz dieselben beiden Elemente a und a’ 
entsprechen. 

Viertens kann man die Einstufigkeit der Träger der Beziehung ver- 
allgemeinern, also z. B. das Gebilde behandeln, welches aus zwei Ebenen 
(Punktfeldern) so zusammengesetzt ist, dass jedem Punkte der einen Ebene 
e Punkte der anderen Ebene, und umgekehrt einem Punkte der zweiten 
Ebene $ Punkte der anderen Ebene entsprechen. Ist speciell «=1 und 
#=1, so erhält man bei dieser Erweiterung die von Sturm und Hirst be- 
handelten Gebilde. 

Auf eine fünfte Gruppe von verwandten Problemen kommt man, 
wenn man sich drei Grundgebilde so auf einander bezogen denkt, dass 
durch ein auf dem einen Grundgebilde beliebig gewähltes Element, und 
durch ein auch auf einem zweiten Grundgebilde beliebig gewähltes Element 
auf dem dritten Grundgebilde eine endliche Anzahl von Elementen bestimmt 
wird. Das so entstehende Gebilde würde bei fester Lage der Träger 
durch eine einzige Gleichung zwischen drei Variabeln dargestellt werden, 
während das im Vorangehenden behandelte Gebilde sich auf eine Gleichung 
zwischen zwei Variabeln bezieht. Diese Problemgruppe behandelt also, 
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kurz ausgesprochen, Grundgebilde, welche «-3-y-deutig, dann weiter &-P-y-J- 
deutig und so fort, auf einander bezogen sind. Für die Bedingung de: 
o-/3-y-Deutigkeit ergiebt sich ($. 1) sehr leicht die Dimension: 


a.D.y+a.P+ay+P.yta+p+y. 
Derartive Probleme scheinen noch nirgends behandelt worden zu sein, selbst 
o te) ’ 
nicht das Problem der Ein-ein-ein-Deutigkeit. 


Hamburg, Mai 1879. 





Ibst 








Integration einiger linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Simon Spitzer in Wien.) 


\ 
Nach den von Kummer und Lobatto *) gegebenen Resultaten wird die 
Riccatische Differentialgleichung 


1) Yyy 
für alle Werthe des Exponenten m, welche ausserhalb der Grenzen O0 und 
—4 liegen und auch mit diesen Grenzen nicht zusammenfallen, durch die 
Formel: 


m 1 27 
+ n4 
. 2 . . 
2ux * m-+4 Yun ? m 


»+1 Pr ne Im+ +1 mJ4-?2 2 4 
(2) y = C,/ e ”* (1-u) "'"du+ O2 e "= (1l-uw) "du, 


—1 1 
in welcher C,, C, willkürliche Constanten bedeuten, integrirt. Diese Inte- 
eration wird leicht dadurch verifieirt, dass man aus der rechten Seite von 
Gleichung (2.) den Ausdruck y’— x” y bildet und bemerkt, dass die in diesem 
Ausdruck unter den beiden Integralen stehenden Grössen sich als Diffe- 
rentialquotienten elementarer Funetionen von x darstellen lassen. Auf diese 
Weise gelangt man zu der Gleichung: 


+1 


“ > : 
Zur? m 


" m Y m + 2 3 un 3 mn+?2 2ı\ 2m+4 er 
Y . Y = —Ü: 9 Fr ‚Mi e mTr+ (1— u‘) } P 
(3.) 1 
m Dur ? ” W' 
m+?2 5 +1 
0, 42.° (er a-ner]” 


deren zweiter Theil unter den für m vorausgesetzten Grenzen verschwindet. 

Ich verallgemeinere das in (2.) angegebene Integral dadurch, dass 
ich jedes der zwischen den Grenzen —1 und +1 genommenen Integrale 
in zwei Integrale theile, deren Grenzen beziehungsweise 0, +1 und 0, —1 


*) Kummer in diesem Journal Bd. 12, 1834, Lobatto ebendaselbst Bd. 17, 1837. 
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sind; indem ich jedes dieser Integrale mit einer besonderen Constante 
multiplieire, gelange ich zu dem Ausdrucke 


mn m 


-1 - +1 
Zu ? f ” _m+4 f Zur » i .. ++ 
Ir - A, ak, er. A1-W) mitt Ay A,. I e "+ (1-u) "tt an 
| 0 
(4. \ m m 
+1 +1 


Yun? Zur ? ? m 


DR Pre n er TE 
u Az e "+" (1-w) Ent H. haf e 7. ( 
0 


in welchem A,, A,, A,, A, von einander unhääghe iee willkürliche Con- 
stanten bedeuten, und es kommt nun darauf an, die Differentialgleichung 
vierter Ordnung zu bestimmen, von welcher (4.) das Integral ist. 

Indem man genau den zur Verification des Integrals (2.) einge- 
schlagenen Weg nimmt und aus (4.) den Ausdruck y"—x"”y bildet, gelang: 
man zu dem Resultate 


[2 


) 
m Yu: z * 








BE “ m 1 
— A, = m+2 l—u’)' rn 
" 
Zux® i m 
m+?2 _ = 1 
— A, , en - (A1-#)’ ni 
m a 
Be A 
Dun ? m-r+ 
m-+-2 Be 
BP W220 Pr m+2 (d-u \ mA Zi 
) + 
m Yun? m++ 
m +2 2 an 2m+ or 
— A — 5 € le +2 (1?) tt I 
d.h. 
ın 
2 m m+2 2 au ) 
y'-ary = "0? Art Art (Art Aal: 


Der Ausdruck (4.) genügt daher der Differentialgleiehung vierter Ordnung: 


o Laer) = 
_. dx? m a 2 


B 
Man kann noch bemerken, dass, wenn man zwischen den Constanten A ent- 
weder die Relation A;+A,=0 oder A,+A, = festsetzt, der Ausdruck (4.) 
einer Differentialgleichung genügt, deren Ordnung sich auf die dritte er- 
niedrigt. Es ergiebt sich nämlich für 4,+4A,=0 die Differentialgleichung 


d ( y'— a" y 
a ref Anal 
z2* 











rr 
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dagegen für A‚+A;=0 die folgende: 


d ( y"— x"y < 
ae N‘ ) =. 


mw|i> 


T 


Ich gehe jetzt zu zwei Fällen der Rieccatischen Differentialgleichung 
über, für welche m innerhalb der Grenzen 0 und —4 liegt, und für welche 
daher die in (2.) gegebene Integration nieht mehr gültig ist. Es sei zuerst 
m=—]1. In diesem Falle habe ich in meinen 1860 erschienenen Studien 
über die Integration linearer Differentialgleichungen Seite 43 folgendes 
Resultat angegeben: 

Die Differentialgleichung 

(6.) zy’—y = 0 
wird durch den Ausdruck 


) ya Ca / fı(u) du+ c/ flu)du, 


> 


integrirt, in welchem 
fi (a) = ee (4), 


Ed ah 1.2  Zuye—i) 
fu) = fı(u) ‚elog (a —4) ya] + a 7% 
L n ] — 
und C,, €, willkürliche Constanten bedeuten. 
Dies Resultat wird auf dieselbe Weise, wie das frühere, verifieirt. 


Denn setzt man 
Mr 3 
ya) = e"*(wW—4)°, 


p(u) = Y, (u).zlog |(w— 4) ya] +(2uVc—1) ee (WS), 


so ergiebt sich aus (7.) 


_r +? , C, +2 
zy"—y= 40 ye[p (a), +4 zZ [p: (w)], = 0. 


Verallgemeinert man das Integral (7.), indem man 


\Y Azff. (a) da Azf fı (u)du 
(8.) | 0 er 0 , 
| +A,/ f; (u) du+ A, 7 f; (u) du 


setzt, so ergiebt sich nun auf demselben Wege 
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zy"—y = 4A, yelpı (a), +4Ayelpı(W)], 
A 2 A _2 
HH, eRWiti le); 


d.h. 
ey" —y = 2(Aı+A)yr.V—1+4 Pen: (—4rlog(— 4) —2rlogr—1), 


woraus man mit Leichtigkeit für y die Differentialgleichung vierter Ordnung: 
d’ „ d " [7 \ 
9) A-2202) yon. laey—y)yel+2ye—_ lay'—y)yel—2(ey'—y) = 0 
herleitet. 


Auch diese Differentialgleichung erniedrigt sich auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung für A;+A,=0. In diesem Falle genügt nämlich 
(8.) der Differentialgleichung 


d ra —y\ _ 
ce -) | 


Ganz analog lässt sich der Fall m=-3 behandeln. In diesem 
Falle wird, wie ich gezeigt habe, die Differentialgleichung 
(10) a°’y"—y = 0 
durch die Formel 


(11) y= fr, («) du+C, /F. (u) du, 


u 
F, (u) = e*’(W— 4), 


TERN a0) u”—4 Zuye— a) 
F,(w) = F, (u) \log ar | 
integrirt. Setzt man nämlich 
D,(u) = e*(W—4)?, 
u—4 Ba 2 Ä 
PB,(u) = P,(u).log- “z +e” (I) (2uVYe— x), 


so ergiebt sich 
2’y'-y = 40 YelBıW], +4: YelDıW]",. 


Betrachtet man nun den Ausdruck 


(12.) y-= 4 [FR (u)du+ A; [F (") du+A, / Fı(wdu+A,/  Fa(u)du, 
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so ergiebt sich 


u. A,[®,(w)], +4,[P, (@)]), +4 [B;(w)], +A,[B;(w]] 


4(xw°.y" 
yxX 
oder 


TE tn  VRE. 
= 2 (A+A,)V—1+ (A;+4,)(V—4log Ve u?) 


woraus man für den durch (12.) definirten Ausdruck y die Difterential- 
gleichung vierter Ordnung 


(13.) un FE) - = nam —I)=0 


dx 


ableitet. 
Wien, im März 1879. 





